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NOTATIONS

� L2([a; b]): L�ensemble de toutes les fonctions de carrée intérable sur [a; b]:

� Ck([a; b]): L�ensemble des fonctions k fois continuement dérivables sur [a; b]:

� H : L�espaces de Hilbert

� < :; : >: Produit scalaire.

� k:k: La norme.

� R : Ensemble des réels.

� C : Ensemble des nombres réels.

� ': Approximation.

� A: Opérateur intégrale compact.

� Li:n : Polynôme de legendre

� Pn : Polynôme orthogonaux.

� K(x; t) :Le noyau de l�intégrale.

� f(x) : Fonction donnée.

� � : Un paramètre non nul, réel ou complexe..
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Introduction

Les équations intégrales sont le modèle mathématique de beaucoup des problèmes de bi-

ologie et de chimie ; elles sont aussi importantes dans plusieurs domaines de physique par

exemple les équations de Maxwell sont probablement les plus célèbres représentants ces

équations. Elles apparaissent aussi dans des problèmes des transferts d�énergie radiative

et des problèmes d�oscillations d�une corde ou d�une membrane. Ainsi que les équations

intégrales ont joué un rôle historique important dans l�élaboration des principaux concepts

de l�analyse contemporaine.

Les méthodes de résolution numérique des équations intégrales jouent un rôle très impor-

tant dans divers domaines scienti�ques. Avec l�avantage des machines de calcul numérique,

notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd�hui un outil essentiel pour

l�investigation dans les di¤érents problèmes fondamentaux de l�assimilation des phénomènes

scienti�ques qui sont di¢ ciles, à savoir impossible à résoudre dans le passé. Ainsi, notons

qu�il existe actuellement un grand nombre de méthodes numériques utilisées dans les dif-

férentes branches de la recherche scienti�que. La résolution des systèmes des équations

intégrales linéaires par les polynômes de Legendre à une importance dans l�analyse fonc-

tionnelle et les problèmes pratiques ceci est d�un fait qu�un grand nombre de lois et des

relations physiques se traduisent mathématiquement sous forme des systèmes des équations

intégrales.

Le but de ce travail est de trouver une solution des systèmes des équations intégrales

par les polynômes de Legendre.

Notre travail de est organisé comme suit :

1



Introduction

Dans le premier chapitre on donne quelques rappels sur d�analyse fonctionnelle et des

notions préliminaire sur les opérateurs.

Dans le deuxième chapitre on donne quelques dé�nitions et propriétés sur les polynômes

de Legendre et les systèmes d�équations intégrales

Le troisième chapitre traite la résolution numérique des systèmes d�équations intégrales

linéaire par deux méthodes de projection à savoir méthode de collocation et méthode de

Galerkin, des exemples illustratifs sont donnés en �n de chapitre. En�n dans le qua-

trième chapitre nous traitons la résolution numérique des systèmes d�équations intégro-

di¤érentielles par la méthode de collocation et la méthode de Galerkin. La solution ap-

prochée est donnée sous forme d�une combinaison linéaire de polynôme de Legendre, en

estimant les erreurs pour chaque méthode et comparons la solution approchée avec la solu-

tion exacte.

1
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Chapitre 1

Rappels d�analyse fonctionnelle

1.1 Notions d�analyse fonctionnelle

L�étude de diverse classe des systèmes d�équations intégrales nécessite l�utilisation des

espaces fonctionnels, tels que les espaces de Banach ou de Hilbert. Dans ce chapitre, on

donne des dé�nitions de base sur l�analyse fonctionnelle, les espaces des fonctions continues

sur un intervalle fermé, on donne aussi quelques notions sur les opérateurs.

1.2 Espace L2([a; b])

Dé�nition 1.2.1 On dit qu�une fonction f est carrée intégrable sur [a; b] si l�intégraleZ b

a

f 2(x)dx <1

L2([a; b]) :l�ensemble de toutes les fonctions carrée intégrable sur [a; b]:

1.3 Espace Ck([a; b])

Dé�nition 1.3.1 Les élements de cet espace sont touts les fonctions dé�nies est possédant

sur cet intervalle [a; b] des dérivées continues jusqu�a l�order k, la norme d�un élement

3



Rappels d�analyse fonctionnelle

f 2 Ck([a; b]) est dé�nit par :

kfk =
kX
i=0

sup
a�x�b

��fk(x)��
1.4 Espace Normé

Dé�nition 1.4.1 (Norme)

Soit E un espace vectoriel sur un corps | (R ou C).

Une norme sur E est une fonction N : E �! R, dé�nie sur E à valeurs dans l�ensemble

R, véri�ant les propriétés suivantes :

(1) 8u 2 E N(u) � 0 [positivité]

(2) N(0) = 0 [nullitié à l�origine de E]

(3) N(u) = 0 implique u = 0 [séparation]

(4) 8u 2 E 8� 2 | : N(�u) = j�jN(u) [positivité]

(5) 8u; v 2 E : N(u+v) � N(u)+N(v)[inégalité triangulaire ou inégalité de convexité].

Pour u 2 E , N(u) est appelé norme de u:

Notation 1.4.1 En général la norme noté par k:k :

Dé�nition 1.4.2 (Distance associée à une norme)

Soit E un espace vectoriel sur |, et soitk:k une norme sur E. On associe à cette norme,
une distance d sur E par :

8u 2 E 8v 2 E d(u; v) = ku� vk :

Dé�nition 1.4.3 (Espace Normé) L�espace vectoriel E muni dune norme s�appelle es-

pase normé.

1.5 Espace complets

Dé�nition 1.5.1 (Espaces complets)

Un espace vectoriel normé (E; k:k) est dit complet, si toute suite de Cauchy xn d�éléments
de E est une suite convergente dans E.

4



Rappels d�analyse fonctionnelle

1.6 Espace de Banach

Dé�nition 1.6.1 On appelle espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Exemple 1.6.1 Tous espace vectoriel normé de dimension �nie (en particulier les Rn) est

un espace de Banach

1.7 Espace de Hilbert

On se donne un espace vectoriel sur R, appelé H.

Dé�nition 1.7.1 On appelle produit scalaire sur H une forme bilinéaire symétrique

dé�nie positive B : H � H �! R, c�est-à-dire telle que

(i) (Linéarité à droite) B(u; �v) = �B(u; v); B < u; v + v0 >= B(u; v) +B(u; v0);

(ii) (Symétrie) B(u; v) = B(v; u):

(iii) (Dé�nie positive) B(u; u) � 0 et B(u; u) = 0 () u = 0:

Théorème 1.7.1 L�application u �! ku k=
p
B(u; u)

est une norme appelée norme associée au produit scalaire B (on parle aussi de norme

hilbertienne) et on a l�inégalité de Cauchy-Schwarz :jB(u; v)j � kukkvk
et il n�y a égalité que si u et v sont parallèles (u = �v ou bien v = 0)

Rappelons aussi �l�inégalité du parallélogramme�: ku+v
2
k2 + ku�v

2
k2 = 1

2
(kuk2 + kvk2)

Rappelons aussi que le produit scalaire (u, �) est une forme linéaire,
voir les Théorèmes 6.1 livre [Topologie et analyse di¤´ erentielle] et Théorèmes pricédent

elle est donc continue.

On véri�e aisément que l�application (u; v) �! B (u; v) est continue de H �H dans R:

Dé�nition 1.7.2 (Espace de Hilbert)

On dit que (H;B) est un espace de Hilbert si, muni de la norme associée à la forme

bilinéaire B;H est complet.

5



Rappels d�analyse fonctionnelle

1.8 Notions sur les opérateurs

1.8.1 Operateur Compact

Dé�nition 1.8.1 Soit A un opérateur linéaire d�un espace normé X dans un espace normé

Y; on dit que A est un opérateur compact s�il envoie tout ensemble borné en un ensemble

relativement compact dans Y .

Dé�nition 1.8.2 On dite qu�une application linéaire T d�un espace de Banach E dans un

espace de Banach F est compact, si T (BE) est une partie compact de F . Une application

linéaire compact est aussi appeleé opérateur compact. On note K(E;F ) l�ensemble des

applications linéaires compactes de E dans F .

Remarque 1.8.1 Toute application linéaire compacte est continue

Théorème 1.8.1 Un opérateur A de X dans Y est compact si et seulement si pour tout

suit borné (un) de X, la suite (Aun) contient une sous suite convergente dans Y .

Théorème 1.8.2 Un opérateur compact est un opérateur borné, la reciproque est fausse.

Théorème 1.8.3 Une combinaison linéaire A = A1 + A2des opérateurs compacts est un

opérateur compact.

Théorème 1.8.4 Le produit A � B de deux opérateurs borné A et B est compact si l�un

des opérateurs A ou B est compact.

Théorème 1.8.5 Soient X un espace normé et Y un espace de Banach et soit (An)une

suite d�opérateur compact de X dans Y , convergente en norme vers l�opérateur linéaire A

de X dans Y .

lim
n!1

kAn � Ak = 0

Alors A est compact.

Théorème 1.8.6 Soit A un opérateur borné de X dans Y à l�image A(X) de dimension

�ni, alors A est compact.

Théorème 1.8.7 L�opérateur identique I de X dans X est compact si et seulement si X

est de dimension �nie.
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Rappels d�analyse fonctionnelle

1.8.2 Opérateur intégral linéaire

Théorème 1.8.8 Soit G un ensemble compact de Rn et soit K une fonction continue de

G�G dans C, alors l�opérateur linéaire dé�nie de C(G)dans C(G) par:

(Au) (x) =
R
G

jk(x; y)u(y)j dy; 8x 2 G

est appelé opérateur intégral à noyau continu K, cet opérateur est borné, la norme kAk est
donnée par:

kAk = max
x2G

R
G

jk(x; y)j dy; 8x 2 G

une classe particulièrement simple les opérateurs intégraux est contitue, les opérateurs à

noyau dits dégénerés sont de la forme:

k(x; y) =
nX
j=1

aj(x)bj(y)

Théorème 1.8.9 Soit A un opérateur linéaire borné d�un espace de Banach X dans lui

même, avec kAk < 1, et soit I l�opérateur identique sur X. Alors I�A admet un opérateur
inverse borné donné par la série de Neumann

(I � A)�1 =
1X
k=0

Ak

de plus 

(I � A)�1


 � 1

1� kAk
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Chapitre 2

Polynômes de Legendre et systèmes

d�équations intégrales

2.1 Polynôme de legendre

2.1.1 Les polynômes

Dé�nition 2.1.1 (Orthogonalité)

On dit que deux vecteurs x et y d�un espace eucludien E sont orthogonaux si leur produit

scalaire < x; y >= 0:

Propriétés

� Si un vecteur x de E est orthogonal à chaque vecteur d�un ensemble F , on dit que x

est orthogonal à l�ensemble F , et on écrit

< x; y >= 0 8y 2 F:

� Si les vecteurs de deux ensembles E et F sont orthogonaux deux à deux, on dit que

ces ensemble orthogonaux, et on écrit

< x; y >= 0 8x 2 E; 8y 2 F:
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Dé�nition 2.1.2 Deux fonctions f(x) et g(x) dans L2[a; b] sont dites orthogonaux sur

l�intervalle [a; b] par rapport à une fonction de poids continue et non négative W (x) siZ b

a

W (x)f(x)g(x)dx = 0: (2.1.1)

Nous utilisons la notation

< f; g >=

Z b

a

W (x)f(x)g(x)dx: (2.1.2)

Où W; f et g sont des fonctions de L2[a; b] alors la condition d�orthogonalité est équivalent

à

< f; g >= 0; (2.1.3)

2.1.2 Les polynômes de Legendre

les polynômes de Legendre constituent l�exemple d�une suite de polynômes orthogonaux.

Ce sont des solutions particulières de l�équation di¤érentielle de Legendre :

d

dx

�
(1� x2)

d

dx
Pn(x)

�
+ n(n+ 1)Pn(x) = 0; (2.1.4)

dans le cas particulier où le paramètre n est un entier. Les polynômes de Legendre sont

dé�nis uniquement pour x 2 [�1; 1] puisque les points x = �1 sont des points singuliers
réguliers de cette équation di¤érentielle.

Les polynômes de Legendre constituent un cas particulier des polynômes de Jacobi

d�indice n, Pn(�; �) pour lesquels les paramètres � et � sont nuls: Pn=P 0;0n .

Une dé�nition équivalente, plus abstraite, mais intéressante sur le plan conceptuel, est

de considérer que les polynômes de Legendre sont les fonctions propres de l�endomorphisme

dé�ni sur R[X] par :

P 2 R[X] 7! u(P ) =
d

dx

�
(1� x2)

dP

dx

�
; (2.1.5)

pour la valeur propre �n(n+ 1); n 2 N:
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Quelques polynômes

Les premiers polynômes de Legendre sont données par :

p0(x) = 1;

p1(x) = x;

p2(x) = (1=2)(3x
2 � 1);

p3(x) = (1=2)(5x
3 � 3x);

p4(x) = (1=8)(35x
4 � 30x2 + 3);

p5(x) = (1=8)(63x
5 � 70x3 + 15x);

p6(x) = (1=16)(231x
6 � 315x4 + 105x2 � 5):

2.1.3 Fonction génératrice

La fonction génératrice des polynômes de Legendre est donnée par :

1p
1� 2xt+ t2

=
1X
n=0

Pn(x)t
n; x 2 [�1;+1] : (2.1.6)

2.1.4 Formule de récurrence de Bonnet

Cette formule de récurrence permet d�obtenir rapidement l�expression du polynôme de

Legendre d�ordre n+ 1 à partir de ceux d�ordres n et n� 1. Pour tout entier n � 1 :

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)� nPn�1(x): (2.1.7)

avec P0(x) = 1,P1(x) = x, Elle se démontre facilement à partir de la fonction génératrice.

2.1.5 Formule de Rodrigues

En prenant pour condition de normalisation P0(x) = 1 , le polynôme Pn(x) peut s�exprimer

en utilisant la formule de Rodrigues :

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
�
(1� x2)

�
: (2.1.8)
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Dé�nition 2.1.3 Les polynômes de Legendre peuvent s�écrire sous forme de somme :

Pn(x) =
1

2n

nX
k=0

�
n

k

�2
(x� 1)n�2k(x+ 1)k (2.1.9)

Où �
n

k

�
=

n!

(n� k)!k!
: (2.1.10)

2.1.6 Propriétés

1. Les polynômes Pn sont de degré n:

2. La famille (Pn)n�N étant une famille de polynômes à degrés étagés, elle est une base

de l�espace vectoriel RN[X]:

3. Pn(�x) = (�1)nPn(x):

4. kPnk2 = 2
2n+1

2.1.7 Décomposition en série de polynômes de Legendre

Décomposition d�une fonction holomorphe

Toute fonction f , holomorphe à l�intérieur d�une ellipse de foyers �1 et +1, peut s�écrire sous
la forme d�une série qui converge uniformément sur tout compact à l�intérieur de l�ellipse :

f(z) =
1X
n=0

�nPn(z) (2.1.11)

Avec n 2 N et �n 2 C .

Décomposition d�une fonction lipschitzienne

On note ePn le quotient du polynôme Pn par sa norme.
Soit f une application continue sur [�1; 1]. Pour tout entier naturel n on pose

cn(f) =

Z 1

�1
f(x) ePn(x)dx (2.1.12)

;
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Alors la suite cn(f) est de carré sommable, et permet d�expliciter le projeté orthogonal

de f sur Rn[X] :

Snf =

1X
n=0

cn(f) ePk (2.1.13)

On a de plus :

1. 8x 2 [�1; 1] ; Snf(x) =
R 1
�1Kn(x; y)f(y)dy; avec Kn(x; y) =

n+1
2

ePn+1(x) ePn(y)� ePn+1(y) ePn(x)
x�y

2. Snf(x)� f(x) =
R 1
�1Kn(x; y) (f(y)� f(x)) dy:

Supposons de plus que f est une fonction lipschitzienne. On a alors la propriété supplé-

mentaire :

8x 2]� 1; 1[; lim
n�!1

Snf(x) = f(x):

autrement dit, l�égalité

f =
1X
n=0

cn(f) ePk (2.1.14)

est vraie non seulement au sens L2 mais au sens de la convergence simple sur ]� 1; 1[.

2.1.8 Intégration numérique d�une fonction

A�n de calculer numériquement l�intégrale d�une fonction sur l�intervalle[�1; 1], l�une des
méthodes les plus populaires est la méthode de quadrature de Gauss-Legendre fondée sur

les propriétés des polynômes de Legendre. Elle prend la forme :

Z 1

�1
f(x)dx w

nX
i=1

wif(xi) (2.1.15)

avec :

1. (xi)i�nl�ensemble des zéros du polynôme de Legendre Pn

2. (wi)i�nles poids respectifs: wi =
�2

(n+ 2)P 0
n(xi); Pn+1(xi)

En particulier, la formule à l�ordre n est exacte pour toute fonction polynomiale de degré

2n� 1:
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2.2 Les systèmes d�équations intégrales

Dé�nition 2.2.1

Les systèmes d�équations intégrales ont un caractère fort di¤érent des systèmes d�équations

di¤érentielles que l�on rencontre dans la plus part des phénomènes physiques (par exemple

phénomène de di¤usion), la principale source des systèmes d�équations de ce type est l�étude

du transfert d�énergie par radiation, A la di¤érence du transfert radiatif, les phénomènes

de radiation ne peuvent pas être décrit à l�aide des systèmes d�équations mettant en jeu un

simple champ scalaire.Les lois de conservation deviennent alors plus complexe et ne peuvent

s�exprimer que sous formes d�intégrales étendues à toute la surface considérée.

2.2.1 Classi�cations des Systèmes d�équations intégrales

les Systèmes d�équations intégrales linéaires

Dé�nition 2.2.2 On appelle système d�équations intégrales linéaires un système d�équations

ou l�inconnue U , apparait le signe
R
et prend la forme suivante :

U(x) = F (x) + �
R
G

K(x; t)U(t)dt (2.2.1)

où � 2 R; et

U(x) = [ui(x)]; i = 1; : : : ; n:

F (x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n:

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

Avec F (x) et K(x; t) sont deux fonctions connues, � un paramètre numérique.

� Si F (x) 6= 0 le système (2:2:1) est dite Système d�équations intégrales non homogène.

� Si F (x) = 0 le système (2:2:1) est dite Système d�équations intégrales homogène.

Avec toutes ces données, notre problème est de chercher les fonctions U qui satisfait le

systéme d�équation (2:2:1)

Et peut être écrite sous forme

U � AU = F (2.2.2)
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Avec A =
bR
a

K(x; t)dt:

2.2.2 Systèmes d�équations intégrales de Fredholm

Dé�nition 2.2.3 � On appelle système d�équations intégrales linéaires de Fredholm de

deuxième espèce non homogène

un système de la forme

U(x) = F (x) + �
bR
a

K(x; t)U(t)dt (2.2.3)

où � 2 R; et

U(x) = [ui(x)]; i = 1; : : : ; n:

F (x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n:

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

Si F (x) = 0 le système d�équations intégrales (2:2:3) s�écrite

U(x) = �
bR
a

K(x; t)U(t)dt (2.2.4)

Est appelée système d�équations intégrales homogènes de Fredholm de seconde espèce.

Dé�nition 2.2.4 � On appel système d�équations intégrales linéaire non homogène de
Fredholm de premier espèce

un système de la forme

�
bR
a

K(x; t)U(t)dt = F (x) (2.2.5)

Où la fonction inconnue U(t) n�intervient que sous le signe d�intégration, s�appelle

système d�équations intégrales de Fredholm non homogène de première espèce.

Si F (x) = 0 ce système d�équations intégrales est apellée système d�équations intégrales

homogène de Fredholm de

première espèce.
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2.2.3 Système d�équations intégrales de Volterra

Dé�nition 2.2.5 Soit I = [a; b] un intervalle borné et fermé de R.(compact)

Les systèmes d�équations intégrales de Volterra est un cas particulier des systèmes d�équations

intégrales de Fredholm

� On appel système d�équations intégrales de Volterra du deuxième espèce, un système
de la forme

U(x) = F (x) + �
xR
a

K(x; t)U(t)dt (2.2.6)

où � 2 R; et

U(x) = [ui(x)]; i = 1; : : : ; n:

F (x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n:

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

Si F (x) = 0 le système d�équations intégrales (2:2:6) devient :

U(x) = �
xR
a

K(x; t)U(t)dt (2.2.7)

Est apellé système d�équations intégrales homogène de volterra de seconde espèce.

� On appel système d�équations intégrales linéaires non homogène de volterra de premier
espèce un système d�équations de la forme

�
xR
a

K(x; t)U(t)dt = F (x) (2.2.8)

Si F (x) = 0 ce système d�équations est est apellé système d�équations intégrales homogène

de volterra de première espèce.

2.3 Méthodes d�approximation pour les équations in-

tégrales

Un grand nombre de méthodes fondées sur des principes di¤érents ont été proposées et

sont pratiquement utilisées pour la résolution numérique des systèmes d�équations inté-

grales. Dans cette partie on donne quelques méthodes d�approximation pour la résolution

des équations intégrales.
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2.3.1 Méthodes de projection

Dé�nition 2.3.1 Soit X un espace vectoriel normé, et U un sous espace de X. Un opéra-

teur borné

P : X �! Y est appelé projecteur s�il véri�e :

8u 2 U; Pu = v ; v 2 Y (2.3.1)

Dé�nition 2.3.2 (Méthodes de projection)

On se donne X et Y deux espaces de Banach, ainsi que A : X �!Y un opérateur borné
injectif. Pour f 2 A(x) � Y , on cherche à approcher la solution du problème:

trouver u 2 X tel que Au = f (2.3.2)

Pour se faire, on se donne une suite de sous espaces vectoriels Xn � X et Yn � Y de

dimension �nie n, ainsi que des projecteurs Pn : Y �! Yn.

On considère le problème approché :

trouver un 2 Xn tel que PnAun = Pnf (2.3.3)

Cette méthode de projection est dite convergente s�il existe un rang n0 à partir duquel

pour tout f 2 A(X), l�équation approché (2:3:3) admet une unique solution un 2 Xn et

que cette solution converge vers la solution u de (2:3:2), i.e un �! u si n �! +1.
Cette condition de convergence peut s�exprimer simplement en fonction de l�opérateur

An = PnA : Xn �! Yn:

Elle signi�e simplement qu�à partir d�un certain rang, cet opérateur est inversible, et que

de plus, on a une convergence ponctuelle

A�1(Pnf) = A�1(Pn(Au)) = (PnA)
�1 PnAu �!

n�!1
u (2.3.4)
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2.3.2 Méthode de collocation

Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué à la résolution approchée

de l�opérateur

u� Au = f (2.3.5)

Elle consiste à chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension �nie,

en exigeant que l�équation (2:3:5) soit véri�ée seulement sur un nombre �ni de points appelés

points de collocation.

En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces Xn � X;n � 1 de dimension

�nie, généralement des sous espaces de C(G) ou de L2(G). Soit f 1; :::;  ng une base de
Xn. On cherche une fonction un 2 Xn, de la forme

un(x) =

nX
i=1

ci j (x) ; x 2 G (2.3.6)

Pour déterminer les coe¢ cients (cj), en substituant cette fonction dans l�équation (2:3:5),

et on exigeant que l�équation soit exacte dans le sens où le résidu

Rn(x) = un(x)�
R
G

K(x; t)un(t)dt � f(t) (2.3.7)

=
nX
j=1

cj

�
 j(x)�

R
G

K(x; t) j(t)dt

�
� f(x); x 2 G

soit nul sur un système de noeuds x1; x2; :::; xn 2 G, (i.e, aux points de collocation)

Ce qui conduit systématiquement à la résolution du système linéaire

nX
j=1

�
 j(xi)�

R
G

K(xi; t) j(t)dt

�
cj = f(xi); i = 1; 2; :::; n (2.3.8)

de la forme 	nX = fn. Evidement, ce système admet une solution unique si le det 	n

est

non nul, ce qui dépend d�ailleurs du choix des points de collocation.
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2.3.3 Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est semblable à la précédente, sauf qu�elle demande des conditions

optimales pour les fonctions un 2 Xn. Plutôt que rechercher l�orthogonalité avec l�espace

transformé cXn, on demande simplement l�orthogonalité avec l�espace Xn. Si on note Pn

l�opérateur de projection sur Xn, ces conditions se traduisent simplement par la projection

de l�équation (2:3:5):

un � PnAun = Pnf (2.3.9)

On peut expliciter les équations obtenues sur notre base vi de Xn :

8i 2 f1; :::; ng ; hbun � f; uii = 0 (2.3.10)

() 8i 2 f1; :::; ng ; ; hun � Aun � f; vii = 0

En recherche un par l�intermédiaire d�une combinaison linéaire comme en (2:3:9), ces

équations se traduisent par le système :

26664
hbu1; u1i � � � hbun; u1i
...

. . .
...

hbu1; u1i � � � hbun; u1i

37775
26664

�1
...

�n

37775 =
26664
hf; u1i
...

hf; uni

37775
2.3.4 Méthode de Petrov-Galerkin

Il s�agit d�une méthode essentiellement Hilbertienne, c�est à dire qu�elle met en jeu la pro-

jection de notre équation dans un sous espace de dimension �nie. Pour ce faire, soit X

un espace d�Hilbert muni d�un produit scalaire h:; :i on se donne une suite de sous espace
Xn � X de dimension �nie. Soit f 1; :::;  ng une base orthonormale de Xn, on cherche une

fonction un 2 Xn de la forme (2:3:6) proche de la solution exacte du problème original.

Donc pour le problème (2:3:5), l�idée est de minimiser l�erreur

rn =

nX
i=1

ci(I � A) i � f (2.3.11)

d�où on impose la condition d�orthogonalité suivante
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rn;  j

�
=

*
nX
i=1

ci(I � A) i � f ;  j

+
= 0; j = 1; :::; n (2.3.12)

ce qui implique*
nX
i=1

ci(I � A) i ;  j

+
�


f;  j

�
= 0; j = 1; :::; n (2.3.13)

ou

nX
i=1

ci
�

 i ;  j

�
�


A i ;  j

�	
=


f;  j

�
; j = 1; :::; n (2.3.14)

Ainsi, on obtient le système linéaire

cj �
nX
i=1

ci


A i ;  j

�
=


f;  j

�
; j = 1; :::; n (2.3.15)
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Chapitre 3

Résolution numérique des systèmes

d�équations integrales

L�objectif de ce chapitre est de trouver une solution approchée des système d�équations

intégrales de Fredholm et de Volterra de 2eme espèce par deux méthodes : Colocation et

Galerkine en utilisant les polynômes de Legendre.

3.1 Résolution numérique des systèmes d�équations in-

tégrales par la méthode de collocation

Dans cette partie, nous cherchons une approximation numérique du système d�équations

intégrales de Fredholm et de Volterra par la méthode de Collocation,

3.1.1 Aproximation numérique des systèmes d�équations intégrales

de Fredholm
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Considérons le système d�équations intégrales de Fredholm suivant :

U(x) = F(x) + �

Z b

a

K(x; t)U(t)dt; (3.1.1)

où � 2 R, et x 2 [a; b] ,

U(x) = [ui(x)]; i = 1; : : : ; n; (3.1.2)

F(x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n;

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

Où fi(x) des fonctions continues dans [a; b], ki;j(x; t) des fonctions continues 8(x; t) 2
[a; b]2. Nous convertissons ce système des équation en système des équations linéaires. Pour

ce résultat nous avons besoin de quelques fonctions de base pour estimes la solution de

systeme d�équations intégrales. De sort que, nous choisissons des polynômes de Legendre

comme les fonctions de base.

Nous appliquons la méthode de collocation pour convertir l�équation (3.1.1) en un sys-

tème algébrique d�équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polynômes de

Legendre, nous approximons ui(x), tel que

ui(x) �=
mX
k=1

cikLk�1(x); (3.1.3)

Où Lk(x) est le ki�eme polynômes de Legendre et cik sont des coe¢ cients inconnus

qui sont déterminés en résolvant le système algébrique d�équations linéaires AX = b. En

substituant la relation (3:1:3)dans(3:1:2), nous avons

mX
k=1

cikLk�1(x) = fi(x) + �
nX
i=1

R b
a
kij(x; t)

Pm
k=1 cjkLk�1(t)dt;

i = 1; 2; ::::; n

Nous choisissons des points de collocation tels que

xi = a +
i(b� a)

m
; i = 1; 2; : : : ; m;

qui sont équidistants, et dé�nissons le système d�équations résiduelles par :
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Ri(x) =

nX
k=1

cikLk�1(x)� fi(x)� �
Pn

i=1

R b
a
kij(x; t)

Pm
k=1 cjkLk�1(t)dt;

Ensuite, en imposant les conditions

Ri(xj) = 0; i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; m;

(Où xj sont des points de collocation) au système d�équations résiduelles, on déduit un

système algébrique d�équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2 nous avons8<: u1(x) = f1(x) + �
R b
a
k11(x; t)u1(t)dt+ �

R b
a
k12(x; t)u2(t)dt;

u2(x) = f2(x) + �
R b
a
k21(x; t)u1(t)dt+ �

R b
a
k22(x; t)u2(t)dt;

qui, après discrétisation, on obtient un système algébrique d�équations linéaires AX = b

donné comme suit

A = (aij); i; j = 1; 2; : : : ; 2m;

b = [f1(x1); f1(x2); : : : ; f1(xm); f2(x1); f2(x2); : : : ; f2(xm)]
T

;

X = [c11; c12; : : : ; c1m; c21; c22; : : : ; c2m]
T ;

avec

aij =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Lj�1(xi)� �
R b
a
k11(xi; t)Lj�1(t)dt;

8<: i = 1; 2; � � � ;m
j = 1; 2; � � � ;m

�
R b
a
k12(xi; t)Lj�m�1(t)dt;

8<: i = 1; 2; � � � ;m
j = m+ 1; � � � ; 2m

�
R b
a
k21(xi�m; t)Lj�1(t)dt;

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = 1; 2; � � � ;m

Lj�m�1(xi�m)� �
R b
a
k22(xi�m; t)Lj�m�1(t)dt;

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = m+ 1; � � � ; 2m
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3.1.2 Aproximation Numérique de système d�équations intégrales

de Volterra

Considérons le système d�équations intégrales linéaires de Volterra suivant :

U(x) = F(x) + �

xZ
a

K(x; t)u(t)dt; (3.1.4)

où � 2 R, et x 2 [a; b] ;et

U(x) = [ui(x)]; i = 1; : : : ; n; (3.1.5)

F(x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n;

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

Nous appliquons la méthode de collocation pour convertir l�équation (3.1.4) en un sys-

tème algébrique d�équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polynômes de

Legendre, nous approximons ui(x), tel que

ui(x) �=
mX
k=1

cikLk�1(x); (3.1.6)

Où Lk(x) est le ki�eme polynômes de Legendre et cik sont des coe¢ cients inconnus qui sont

déterminés en résolvant le système algébrique d�équations linéaires AX = b. En substituant

la relation (3.1.6) dans (3.1.4), nous avons

mX
k=1

cikLk�1(x) = fi(x) + �

nX
i=1

R x
a
kij(x; t)

Pm
k=1 cjkLk�1(t)dt;

i = 1; 2; ::::; n

Nous choisissons des points de collocation tels que

xi = a +
i(b� a)

m
; i = 1; 2; : : : ; m;

Qui sont équidistants, et dé�nissons le système d�équations résiduelles par :
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Ri(x) =

nX
k=1

cikLk�1(x)� fi(x)� �
Pn

i=1

R x
a
kij(x; t)

Pm
k=1 cjkLk�1(t)dt;

Ensuite, en imposant les conditions

Ri(xj) = 0; i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; m;

(Où xj sont des points de collocation) au système d�équations résiduelles, on déduit un

système algébrique d�équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2 nous avons8<: u1(x) = f1(x) + �
R x
a
k11(x; t)u1(t)dt+ �

R x
a
k12(x; t)u2(t)dt;

u2(x) = f2(x) + �
R x
a
k21(x; t)u1(t)dt+ �

R x
a
k22(x; t)u2(t)dt;

qui, après discrétisation, un système algébrique d�équations linéaires AX = b est calculée

comme suit

A = (aij); i; j = 1; 2; : : : ; 2m;

b = [f1(x1); f1(x2); : : : ; f1(xm); f2(x1); f2(x2); : : : ; f2(xm)]
T

;

X = [c11; c12; : : : ; c1m; c21; c22; : : : ; c2m]
T ;

Nous obtenons le

aij =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Li�1(xi)� �
R xi
a
k11(xi; t)Lj�1(t)dt;

8<: i = 1; 2; � � � ;m
j = 1; 2; � � � ;m

:� �
R xi
a
k12(xi; t)Lj�m�1(t)dt;

8<: i = 1; 2; � � � ;m
j = m+ 1; � � � ; 2m

��
R xi�m
a

k21(xi�m; t)Lj�1(t)dt;

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = 1; 2; � � � ;m

Li�m�1(xi�m)� �
R xi�m
a

k22(xi�m; t)Lj�m�1(t)dt;

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = m+ 1; � � � ; 2m
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3.2 Résolution des systèmes d�équations integrales par

la méthode de Galerkin

Dans cette partie, nous voulons obtenir une approximation numérique de système d�équations

intégrales de Fredholm et de Volterra par la méthode de Galerkin,

3.2.1 Aproximation Numérique de Système d�équations intégrales

de Fredholm

Considérons le système d�équations intégrales de Fredholm suivant :

U(x) = F (x) + �

Z b

a

K(x; t) U(t)dt (3.2.1)

ou � 2 R et x 2 [a; b] ;et

U(x) = [ui(x)]; i = 1; : : : ; n: (3.2.2)

F (x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n:

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

Où fi(x) des fonction continue dans [a; b], ki;j(x; t) des fonctions continue 8(x; t) 2
[a; b]2.Nous convertissons ce système des équation en système des équations linéaires. Pour

ce résultat, nous avons besoin de quelques fonctions de base pour estimes la solution de

systeme d�équations intégrales. De sort que, nous choisissons des polynômes de Legendre

comme les fonctions de base.

Nous appliquons la méthode de Galerkin pour convertir le système (3.2.1) en un système

algébrique d�équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polynômes de Legendre,

nous approximons ui(x), tel que

ui(x) �=
mX
k=1

cikLk�1(x); (3.2.3)
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Où Lk(x) est le ki�eme polynômes de Legendre et cik , i = 0; 1; :::; n: k = 1; 2; :::;m: sont

des coe¢ cients inconnus qui sont déterminés en résolvant le système algébrique d�équations

linéaires AX = b. En substituant la relation (3:2:3) dans (3:2:1), nous obtenons

mP
k=1

cikLk�1(x) = fi(x) + �
R b
a

nP
j=1

Kij(x; t)
mP
k=1

cjkLk�1(t)dt

mP
k=1

cikLk�1(x)� �
R b
a
Kii(x; t)

mP
k=1

cikLk�1(t)dt� �
R b
a

nP
i6=j=1

Kij(x; t)
mP
k=1

cjkLk�1(t)dt = fi(x)

mP
k=1

cik

h
Lk�1(x)� �

R b
a
Kii(x; t)Lk�1(t)dt

i
� �

nP
i6=j=1

mP
k=1

cjk

hR b
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

i
= fi(x)

(3.2.4)

En multipliant les deux côtés de (3:2:4) par Lp �1; p = 1; 2; :::;m et puis en intégrant

de a à b, nous obtenons :

mP
k=1

cik

Z b

a

h
Lk�1(x)� �

R b
a
Kii(x; t) Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx

� �
Pn

j =1
j 6=i

mP
k=1

cjk
R b
a

hR b
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx =

R b
a
fi(x)Lp�1(x)dx

avec i; j = 1; 2; :::; n et k; p = 1; 2; :::::;m

On déduit un système algébrique d�équations linéaires AX = b.

Aij =

Z b

a

"
Lk�1(x)� �

R b
a
Kii(x; t)Lk�1(t)dt� �

nX
i6=j =1

R b
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

#
Lp�1(x)dx;

i; j = 1; ::; n: k; p = 1; ::;m

bi =
R b
a
fi(x)Lp�1(x)dx; i = 1; ::; n: p = 1; :::;m

X t
i = (cik) ; i = 1; ::; n: k = 1; :::;m .

Par exemple, pour n = 28<: u1(x) = f1(x) + �
R b
a
k11(x; t)u1(t)dt+ k12(x; t)u2(t)dt

u2(x) = f2(x) + �
R b
a
k21(x; t)u1(t)dt+ k22(x; t)u2(t)dt
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u1(x) �=
mX
k=1

c1kLk�1(x); et u2(x) �=
mX
k=1

c2kLk�1(x);

mX
k=1

c1k

�Z b

a

h
Lk�1(x)� �

R b
a
K11Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx

�
��

mX
k=1

c2k

�Z b

a

hR b
a
K12Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx

�

=
R b
a
f1(x)Lp�1(x)dx

��
mX
k=1

c1k

�Z b

a

hR b
a
K21Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx

�
+

mX
k=1

c2k

�Z b

a

h
Lk�1(x)� �

R b
a
K22Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx

�

=
R b
a
f2(x)Lp�1(x)dx

p = 1; 2; :::;m

Qui, après discrétisation, se réduit à un système algébrique d�équations linéaires AX = b

comme suit :

A = (aij); i; j = 1; 2; : : : ; 2m:

X = [c11; c12; : : : ; c1m; c21; c22; : : : ; c2m]
T :

b =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

R b
a
f1(x)L0(x)dxR b

a
f1(x)L1(x)dx

...R b
a
f1(x)Lm�1(x)dxR b

a
f2(x)L0(x)dxR b

a
f2(x)L1(x)dx

...R b
a
f2(x)Lm�1(x)dx

;

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
Nous obtenons
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aij =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

R b
a

h
Lj�1(x)� �

R b
a
k11(x; t)Lj�1(t)dt

i
Li�1(x) dx;

8<: i = 1; 2; � � � ;m
j = 1; 2; � � � ;m

��
R b
a

hR b
a
k12(x; t)Lj�m�1(t)dt

i
Li�1(x) dx;

8<: i = 1; 2; � � � ;m
j = m+ 1; � � � ; 2m

��
R b
a

hR b
a
k21(x; t)Lj�1(t)dt

i
Li�m�1(x) dx;

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = 1; 2; � � � ;mR b

a

h
Lj�m�1(x)� �

R b
a
k22(x; t)Lj�m�1(t)dt

i
Li�m�1(x) dx

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = m+ 1; � � � ; 2m

3.2.2 Aproximation Numérique des système d�équations intégrales

de Volterra

Considérons le système d�équations intégrales de Volterra suivant :

U(x) = F (x) + �

Z x

a

K(x; t) U(t)dt (3.2.5)

ou � 2 R et x 2 [a; b] ;et

U(x) = [ui(x)]; i = 1; : : : ; n: (3.2.6)

F (x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n:

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

Nous appliquons la méthode de Galerkin pour transformer le système (3:2:5) en un

système algébrique d�équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polynômes de

Legendre, nous approximons ui(x), tel que

ui(x) �=
mX
k=1

cikLk�1(x); (3.2.7)

Où Lk(x) est le ki�eme polynômes de Legendre et cik , i = 0; 1; :::; n: k = 1; 2; :::;m:
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sont des coe¢ cients inconnus qui sont déterminés en résolvant le système algébrique

d�équations linéaires AX = b. En substituant la relation (3:2:7) dans (3:2:5), nous obtenons

:
mP
k=1

cik Lk�1(x)� �

Z x

a

nX
j=1

Kij(x; t)
mP
k=1

cjk Lk�1(t)dt = fi(x)

mP
k=1

cikLk�1(x)��
Z x

a

Kii(x; t)
mP
k=1

cikLk�1(t)dt��
Z x

a

nX
i6=j =1

Kij(x; t)
mP
k=1

cjkLk�1(t)dt = fi(x)

mP
k=1

cik
�
Lk�1(x)� �

R x
a
Kii(x; t)Lk�1(t)dt

�
� �

nX
i6=j =1

mP
k=1

cjk
�R x
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

�
= fi(x)

(3.2.8)

En multipliant les deux côtés de (3:2:8) par Lp �1; p = 1; 2; :::; n et puis en intégrant

les deux côtés de a à b, nous obtenons :

mP
k=1

cik
R b
a

�
Lk�1(x)� �

R x
a
Kii(x; t) Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx

� �
Pn

j =1
j 6=i

mP
k=1

cjk
R b
a

�R x
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx =

R b
a
fi(x)Lp�1(x)dx

où, i; j = 1; 2; :::; n et k; p = 1; 2; :::::;m.

on déduit un système algébrique d�équations linéaires AX = b.

Aij =

Z b

a

"
Lk�1(x)� �

R x
a
Kii(x; t)Lk�1(t)dt� �

nX
i6=j =1

R x
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

#
Lp�1(x)dx;

i; j = 1; ::; n: k; p = 1; ::;m

bi =
R b
a
fi(x)Lp�1(x)dx; i = 1; ::; n: p = 1; :::;m

X t
i = (cik) ; i = 1; ::; n: k = 1; :::;m .

Par exemple, pour n = 28<: u1(x) + �
R x
a
k11(x; t)u1(t)dt+ �

R x
a
k12(x; t)u2(t)dt = f1(x)

u2(x) + �
R x
a
k21(x; t)u1(t)dt+ �

R x
a
k22(x; t)u2(t)dt = f2(x)
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u1(x) �=
mX
k=1

c1kLk�1(x); et u2(x) �=
mX
k=1

c2kLk�1(x);

mX
k=1

c1k

�Z b

a

�
Lk�1(x)� �

R x
a
K11Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx

�
��

mX
k=1

c2k

�Z b

a

�R x
a
K12Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx

�

=

Z b

a

f1(x)Lp�1(x)dx

��
mX
k=1

c1k

�Z b

a

�R x
a
K21Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx

�
+

mX
k=1

c2k

�Z b

a

�
Lk�1(x)� �

R x
a
K22Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx

�

=

Z b

a

f2(x)Lp�1(x)dx

p; k = 1; 2; 3

qui est un système d�équations linéaires AX = b où :

A = (aij); i; j = 1; 2; : : : ; 2m;

X = [c11; c12; : : : ; c1m; c21; c22; : : : ; c2m]
T ;

b =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

R b
a
f1(x)L0(x)dxR b

a
f1(x)L1(x)dx

...R b
a
f1(x)Lm�1(x)dxR b
a
f2(x)L0(x)dxR b

a
f2(x)L1(x)dx

...R b
a
f2(x)Lm�1(x)dx

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

;
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aij =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

R b
a

�
Lj�1(x) + �

R x
a
k11(x; t)Lj�1(t)dt

�
Li�1(x) dx ;

8<: i = 1; 2; � � � ;m
j = 1; 2; � � � ;mR b

a

�
�
R x
a
k12(x; t)Lj�m�1(t)dt

�
Li�1(x) dx ;

8<: i = 1; 2; � � � ;m
j = m+ 1; � � � ; 2mR b

a

�
�
R x
a
k21(x; t)Lj�1(t)dt

�
Li�m�1(x) dx ;

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = 1; 2; � � � ;mR b

a

�
Lj�m�1(x) + �

R x
a
k22(x; t)Lj�m�1(t)dt

�
Li�m�1(x) dx

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = m+ 1; � � � ; 2m
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3.3 Exemples

Résolution numérique de quelques exemples des systemes d�équations intégrales

de fredholm :

Exemple 1. [15]

Soit le systeme des equations intégrales de Fredholme suivant8<: u1(x) =
2
3
ex � 1

4
+
R 1
0
(1
3
extu1(t) + t2u2(t))dt;

u2(x) =
3
2
x� x2 +

R 1
0
(x2e�tu1(t)� xu2(t))dt;

où les solutions exactes sont données par : u1(x) = ex et u2(x) = x.

La solutions approchée (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenu par la résolution

du système d�équations linéaires AX = b pour m = 10

u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerk u2_exct err_colocat err_Galerk

0.0 1.00000 1.643344e-04 1.894077e-03 0.00000 2.320894e-05 2.641116e-16

0.2 1.22140 1.708060e-04 4.726589e-04 0.20000 5.186709e-05 1.110223e-16

0.4 1.49182 1.756957e-04 2.369823e-04 0.40000 5.475073e-05 5.551115e-17

0.6 1.82212 1.791317e-04 2.670545e-04 0.60000 3.185988e-05 3.330669e-16

0.8 2.22554 1.812520e-04 4.783397e-04 0.80000 1.680547e-05 6.661338e-16

1.0 2.71828 1.822043e-04 2.015983e-03 1.00000 9.124532e-05 1.110223e-15

Tableau 3.3.1 :Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de la

methode de Galerkin de l�exemple 1 pour m = 10
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Figure 3.3.1 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 1

pour n = 10

Exemple 2. [15]8<: u1(x) =
1
18
x+ 17

36
+
R 1
0
x+t
3
(u1(t) + u2(t))dt;

u2(x) = x2 � 19
12
x+ 1 +

R 1
0
xt(u1(t) + u2(t))dt;

où les solutions exactes sont données par : u1(x) = 1 + x et u2(x) = 1 + x
2.

La solution approchée de (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenue par la réso-

lution du système d�équations linéaires AX = b pour m = 10
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u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerkin u2_exct err_colocat err_Galerkin

0.0 1.00000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.00000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.2 1.20000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.04000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.4 1.40000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.16000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.6 1.60000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.36000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.8 1.80000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.64000 0.000000e+00 0.000000e+00

1.0 2.00000 0.000000e+00 0.000000e+00 2.00000 0.000000e+00 0.000000e+00

Tableau 3.3.2 : Comparaison entre l�erreur de la methode de collocation et l�erreur de

la methode de Galerkin de l�exemple 2 pour m = 10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1

1.2
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1.8

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Figure 3.3.2 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 2

pour n = 10
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Exemple 3. [15]8<: u1(x) = �47
30
+ 2x+ 17

12
x2 + x3 +

R 1
0
(2t2 � x2)(u1(t) + u2(t))dt;

u2(x) = �1
3
x� 121

60
x2 +

R 1
0
3x2t(u1(t) + u2(t))dt;

où les solutions exactes sont données par : u1(x) = x3 + 2x et u2(x) = x2 � x
3

La solution approchée de (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenu par la résolution

du systéme d�équations linéaires AX = b pour m = 10

u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerkin u2_exct err_colocat err_Galerkin

0.0 0.00000 0.000000e+00 0.000000e+00 0.00000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.2 0.40800 5.551115e-17 5.551115e-17 -0.02667 1.387779e-17 1.387779e-17

0.4 0.86400 0.000000e+00 0.000000e+00 0.02667 2.775558e-17 2.775558e-17

0.6 1.41600 2.220446e-16 2.220446e-16 0.16000 2.775558e-17 2.775558e-17

0.8 2.11200 8.881784e-16 8.881784e-16 0.37333 1.665335e-16 1.665335e-16

1.0 3.00000 4.440892e-16 4.440892e-16 0.66667 1.110223e-16 1.110223e-16

Tableau 3.3.3 : Comparaison entre l�erreur de la methode de collocation et l�erreur de la

methode de Galerkin de l�exemple 3 pour m = 10
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Figure 3.3.3 : Comparaison entre les solutions aprochés et la solution exacte de l�exemple

3 pour n = 10

Résolution numérique de quelques exemples de systeme d�équations inté-

grales de Volterra :

Exemple 4. [14]8>>>>>><>>>>>>:
u1(x) = �1

3
x5 � 1

4
x4 + 1

3
x3 + x+

xZ
0

(x2 � t)(u1(t) + u2(t))dt;

u2(x) = �1
4
x4 � 1

2
x3 + x2 +

xZ
0

x(u1(t) + u2(t))dt;

où les solutions exactes sont données par : u1(x) = x et u2(x) = x2.

La solution approché de (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenu par la résolution

du système d�équations linéaires AX = b pour m = 10
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u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerkin u2_exct err_colocat err_Galerkin

0.0 0.00000 1.408161e-16 0.000000e+00 0.00000 2.775558e-16 0.000000e+00

0.2 0.20000 3.330669e-16 0.000000e+00 0.04000 1.387779e-16 2.775558e-17

0.4 0.40000 5.551115e-17 0.000000e+00 0.16000 1.110223e-16 0.000000e+00

0.6 0.60000 1.110223e-16 0.000000e+00 0.36000 2.220446e-16 0.000000e+00

0.8 0.80000 3.330669e-16 0.000000e+00 0.64000 1.110223e-16 0.000000e+00

1.0 1.00000 5.551115e-16 0.000000e+00 1.00000 4.440892e-16 0.000000e+00

Tableau 3.3.4 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de

la methode de Galerkin de l�exemple 4 pour m = 10
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Figure 3.3.4 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 4

pour n = 10
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Exemple 5. [14]8>>>>>><>>>>>>:
u1(x) = cosh(x) + x sin(x)�

xZ
0

ex�tu1(t)dt�
xZ
0

cos(t� x)u2(t))dt;

u2(x) = 2 sin(x) + x(sin2(x) + ex)�
xZ
0

ex+tu1(t)dt�
xZ
0

x cos(t)u2(t))dt;

où les solutions exactes sont données par : u1(x) = e�x et u2(x) = 2 sin(x).

La solution approché de (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenu par la résolution

du système d�équations linéaires AX = b pour m = 10

u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerkin u2_exct err_colocat err_Galerkin

0.0 1.00000 1.998401e-15 0.000000e+00 0.00000 1.068590e-15 0.000000e+00

0.2 0.81873 8.881784e-15 5.551115e-17 0.39734 4.163336e-15 1.387779e-17

0.4 0.67032 7.105427e-15 0.000000e+00 0.77884 9.992007e-16 2.775558e-17

0.6 0.54881 4.662937e-15 2.220446e-16 1.12928 2.220446e-16 2.775558e-17

0.8 0.44933 1.609823e-15 8.881784e-16 1.43471 6.661338e-16 1.665335e-16

1.0 0.36788 1.199041e-14 4.440892e-16 1.68294 2.953193e-14 1.110223e-16

Tableau 3.3.5 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de

la methode de Galerkin de l�exemple 5 pour m = 10
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Figure 3.3.5 : Comparaison entre la solution aprochée et la solution exacte de l�exemple 5

pour n = 10

Exemple 6. [14]

8>>>>>><>>>>>>:
u1(x) = �1

3
x4 � 1

3
x3 + x2 + 1 +

xZ
0

(x� t)3u1(t)dt+

xZ
0

(x� t)2u2(t)dt

u2(x) = � 1
420
x7 � 1

4
x5 � 1

4
x4 � x3 + x+ 1 +

xZ
0

(x� t)4u1(t)dt+

xZ
0

(x� t)3u2(t)dt

où les solutions exactes sont : u1(x) = x2 + 1 et u2(x) = 1 + x� x3

La solution approché de (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenu par la solution

du systéme d�équations linéaires AX = b pour m = 10
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u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerkin u2_exct err_colocat err_Galerkin

0.0 1.00000 4.440892e-16 0.000000e+00 1.00000 2.886580e-15 0.000000e+00

0.2 1.04000 2.220446e-16 0.000000e+00 1.19200 4.440892e-16 2.220446e-16

0.4 1.16000 2.220446e-16 0.000000e+00 1.33600 2.220446e-16 2.220446e-16

0.6 1.36000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.38400 6.661338e-16 0.000000e+00

0.8 1.64000 4.440892e-16 0.000000e+00 1.28800 4.440892e-16 2.220446e-16

1.0 2.00000 4.440892e-16 0.000000e+00 1.00000 2.664535e-15 0.000000e+00

Tableau 3.3.6 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de

la methode de Galerkin de l�exemple 6 pour m = 10
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Figure 3.3.6 : Comparaison entre la solution aprochée et la solution exacte de l�exemple 6

pour n = 10
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Chapitre 4

Résolution numérique des systèmes

d�équations intégro-di¤érentielles.

L�objectif de ce chapitre est la recherche des solutions approchées des systèmes d�équations

intégro-di¤érentielles de Fredholm et de Volterra de 2eme espèce par les deux méthodes

utilisées auparavant dans le chapitre 3, a savoir la méthode de collocation et la méthode de

Galerkine en utilisent les polynômes de Legendre. On termine ce chapitre par des exemples

ullistratifs, en comparant pour chaque exemple la solution exacte avec la solution approchée

pour les deux méthodes.

4.1 Résolution des systèmes d�équations intégro-di¤érentielles

par la méthode de Collocation

Dans cette partie, nous donnons une approximation numérique des systèmes d�équations

intégro-di¤érentielles de Fredholm et de Volterra par la méthode de Collocation,

4.1.1 Aproximation numérique des systèmes d�équations intégro-

di¤érentielles de Fredholm

- Considérons le système d�équations Intégro-di¤érentielles de Fredholm suivant :
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Résolution numérique des systèmes d�équations intégro-di¤érentielles.

�(x)U 00(x) + �(x)U 0(x) + 
(x)U(x)� �

Z b

a

K(x; t)U(t)dt = F (x): (4.1.1)

avec � 2 R et x 2 [a; b] ,

U(x) = [ui(x)]; i = 1; : : : ; n;

U 0(x) = [u0i(x)]; i = 1; : : : ; n;

U 00(x) = [u00i (x)]; i = 1; : : : ; n;

F (x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n;

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

Où fi(x) sont des fonctions continues dans [a; b], ki;j(x; t) sont des fonctions continues

8(x; t) 2 [a; b]2. Nous transformons ce système d�équations en un système d�équations

linéaires. Pour cela nous avons besoin de quelques fonctions de base pour estimer la solution

du systeme d�équations intégro-di¤érentielles. De sort que, nous choisissons des polynômes

de Legendre comme les fonctions de base.

Nous appliquons la méthode de collocation pour transformer l�équation (4:1:1) en un

système algébrique d�équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polynômes de

Legendre, posons

ui(x) �=
mX
k=1

cikLk�1(x); (4.1.2)

u0i(x)
�=

mX
k=1

cikL
0
k�1(x); (4.1.3)

u00i (x)
�=

mX
k=1

cikL
00
k�1(x); (4.1.4)

Où Lk(x) est le ki�eme polynômes de Legendre et cik sont des coe¢ cients inconnus

qui sont déterminés en résolvant le système algébrique d�équations linéaires AX = b. En

substituant les relations (4:1:2),(4:1:3) et (4:1:4) dans (4:1:1), nous obtenons
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Résolution numérique des systèmes d�équations intégro-di¤érentielles.

�(x)
mP
k=1

cikL
00
k�1(x) + �(x)

mP
k=1

cikL
0
k�1(x) + 
(x)

mP
k=1

cikLk�1(x)

��
R b
a

Pn
j=1Kij(x; t)

mP
k=1

cjkLk�1(t)dt = fi(x)

mP
k=1

cik

h
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R b
a
Kii(x; t)Lk�1(t)dt

i
� �

Pn
i6=j =1

mP
k=1

cjk

hR b
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

i
= fi(x)

Nous choisissons des points de collocation tels que

xi = a +
i(b� a)

m
; i = 1; 2; : : : ; m;

qui sont équidistants, et dé�nissons le système d�équations résiduelles par :

Ri(x) =
mP
k=1

cik

h
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R b
a
Kii(x; t)Lk�1(t)dt

i
�fi(x)

��
nP
j=1

mP
k=1

cjk

hR b
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

i
Ensuite, en imposant les conditions

Ri(xj) = 0; i = 1; 2; : : : ; n; et j = 1; 2; : : : ; m;

(Où xj sont des points de collocation) au système d�équations résiduelles, on déduit un

système algébrique d�équations linéaires AX = b. avec les conditions initiales suivantes

:

ui(a) �=
mX
k=1

cikLk�1(a) = ai , u0i(a)
�=

mX
k=1

cikL
0
k�1(a) = bi i = 1; 2; : : : ; n;

on déduit un système algébrique d�équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2 nous avons

8<: �(x)u001(x) + �(x)u01(x) + 
(x)u1(x) = f1(x) + �
R b
a
k11(x; t)u1(t)dt+ k12(x; t)u2(t)dt

�(x)u002(x) + �(x)u02(x) + 
(x)u2(x) = f2(x) + �
R b
a
k21(x; t)u1(t)dt+ k22(x; t)u2(t)dt

8<: �(x)u001(x) + �(x)u01(x) + 
(x)u1(x)� �
R b
a
k11(x; t)u1(t)dt� �

R b
a
k12(x; t)u2(t)dt� f1(x) = 0

�(x)u002(x) + �(x)u02(x) + 
(x)u2(x)� �
R b
a
k21(x; t)u1(t)dt� �

R b
a
k22(x; t)u2(t)dt� f2(x) = 0
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Résolution numérique des systèmes d�équations intégro-di¤érentielles.

u
(r)
s (x) �=

Pm
k=1 cskL

(r)
k�1(x); avec s = 1; 2 et r = 0; 1; 2

Ensuite, en imposant les conditions

R1(xj) = 0 ; R2(xj) = 0; avec j = 1; 2; : : : ; m; ;

en obtien un système algébrique d�équations linéaires AX = b comme suit

A = (aij); i; j = 1; 2; : : : ; 2m;

b = [a1; b1; f1(x3); : : : ; f1(xm); a2; b2; f2(x3) : : : ; f2(xm)]
T

;

X = [c11; c12; : : : ; c1m; c21; c22; : : : ; c2m]
T ;

où aij =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

L0(a) L1(a) � � � Lm�1(a) 0 0 � � � 0

L00(a) L01(a) � � � L0m�1(a) 0 0 � � � 0

A3;1 A3;2 � � � A3;m A3;m+1 A3;m+2 � � � A3;2m
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

Am;1 Am;2 � � � Am;m Am;m+1 Am;m+2 � � � Am;2m

0 0 � � � 0 L0(a) L1(a) � � � Lm�1(a)

0 0 � � � 0 L00(a) L01(a) � � � L0m�1(a)

Am+3;1 Am+3;2 � � � Am+3;m Am+3;m+1 Am+3;m+2 � � � Am+3;m+m
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

A2m;1 A2m;2 � � � A2m;m A2m;m+1 A2m;m+2 � � � A2m;2m

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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aij =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Lj�1(a) ,

8<: i = 1

j = 1; 2; � � � ;m

L0j�1(a) ,

8<: i = 2

j = 1; 2; � � � ;m

�(xi)L
00
j�1(xi) + �(xi)L

0
j�1(xi) + 
(xi)Lj�1(xi)

� �
R b
a
k11(xi; t)Lj�1(t)dt;

8<: i = 3; � � � ;m
j = 1; 2; � � � ;m

��
R b
a
k12(xi; t)Lj�m�1(t)dt ;

8<: i = 3; � � � ;m
j = m+ 1; � � � ; 2m

��
R b
a
k21(xi�m�1; t)Lj�1(t)dt ;

8<: i = m+ 3; � � � ; 2m
j = 1; 2; � � � ;m

Lj�m�1(a) ,

8<: i = m+ 1

j = m+ 1; � � � ; 2m

L0j�m�1(a) ,

8<: i = m+ 2

j = m+ 1; � � � ; 2m

�(xi�m�1)L
00
j�m�1(xi�m�1) + �(xi�m�1)L

0
j�m�1(xi�m�1) + 
(xi�m�1)

Lj�m�1(xi�m�1)� �
R b
a
k22(xi�m�1; t)Lj�m�1(t)dt

8<: i = m+ 1; :; 2m

j = m+ 1; :; 2m

4.1.2 Aproximation numérique des systèmes d�équations intégro-

di¤érentielles de Volterra

Considérons le système d�équations Intégro-di¤érentielles de Volterra suivant :

�(x)U 00(x) + �(x)U 0(x) + 
(x)U(x)� �

Z x

a

K(x; t) U(t)dt = F (x): (4.1.5)

avec � 2 R et x 2 [a; b] .
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U(x) = [ui(x)]; i = 1; : : : ; n;

U 0(x) = [u0i(x)]; i = 1; : : : ; n;

U 00(x) = [u00i (x)]; i = 1; : : : ; n;

F (x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n;

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

Nous appliquons la méthode de Colocation pour transformer l�équation (4:1:5) en un

système algébrique d�équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polynômes de

Legendre, nous approximons ui(x), u0i(x) et u
00
i (x)tel que

ui(x) �=
mX
k=1

cikLk�1(x); (4.1.6)

u0i(x)
�=

mX
k=1

cikL
0
k�1(x); (4.1.7)

u00i (x)
�=

mX
k=1

cikL
00
k�1(x); (4.1.8)

Où Lk(x) est le ki�eme polynômes de Legendre et cik sont des coe¢ cients inconnus qui sont

déterminés en résolvant le système algébrique d�équations linéaires AX = b. En substituant

les relations (4.1.6),(4.1.7) et (4.1.8) dans (4.1.5), nous avons

�(x)
mP
k=1

cikL
00
k�1(x) + �(x)

mP
k=1

cikL
0
k�1(x) + 
(x)

mP
k=1

cikLk�1(x)

��
Z x

a

nX
j=1

Kij(x; t)
mP
k=1

cjkLk�1(t)dt = fi(x)

mP
k=1

cik
�
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R x
a
Kii(x; t)Lk�1(t)dt

�
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��
nX

i6=j =1

mP
k=1

cjk
�R x
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

�
= fi(x)

Maintenant, nous choisissons des points de collocation tels que

xi = a +
i(b� a)

m
; i = 1; 2; : : : ; m;

Qui sont équidistants, et dé�nissons le système d�équations résiduelles par :

Ri(x) =
mP
k=1

cik
�
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R x
a
Kii(x; t)Lk�1(t)dt

�
�fi(x)

��
nX

i6=j =1

mP
k=1

cjk
�R x
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

�
Ensuite, en imposant les conditions

Ri(xj) = 0; i = 1; 2; : : : ; n; et j = 1; 2; : : : ; m;

(Où xj sont des points de collocation) au système d�équations résiduelles, on déduit un

système algébrique d�équations linéaires AX = b. avec ces conditions initiales suivant :

ui(a) �=
mX
k=1

cikLk�1(a) = ai , u0i(a)
�=

mX
k=1

cikL
0
k�1(a) = bi

on déduit un système algébrique d�équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2 nous avons

8<: �(x)u001(x) + �(x)u01(x) + 
(x)u1(x) = f1(x) + �
R x
a
k11(x; t)u1(t)dt+ k12(x; t)u2(t)dt

�(x)u002(x) + �(x)u02(x) + 
(x)u2(x) = f2(x) + �
R x
a
k21(x; t)u1(t)dt+ k22(x; t)u2(t)dt

8<: �(x)u001(x) + �(x)u01(x) + 
(x)u1(x)� �
R x
a
k11(x; t)u1(t)dt� �

R x
a
k12(x; t)u2(t)dt� f1(x) = 0

�(x)u002(x) + �(x)u02(x) + 
(x)u2(x)� �
R x
a
k21(x; t)u1(t)dt� �

R x
a
k22(x; t)u2(t)dt� f2(x) = 0
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u
(r)
s (x) �=

Pm
k=1 cskL

(r)
k�1(x); avec s = 1; 2 et r = 0; 1; 2

Ensuite, en imposant les conditions

R1(xj) = 0, R2(xj) = 0; avec j = 1; 2; : : : ; m;

après discrétisation, un système algébrique d�équations linéaires Ax = b comme suit

A = (aij); i; j = 1; 2; : : : ; 2m;

b = [a1; b1; f1(x3); : : : ; f1(xm); a2; b2; f2(x3) : : : ; f2(xm)]
T

;

X = [c11; c12; : : : ; c1m; c21; c22; : : : ; c2m]
T ;

où aij =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

L0(a) L1(a) � � � Lm�1(a) 0 0 � � � 0

L00(a) L01(a) � � � L0m�1(a) 0 0 � � � 0

A3;1 A3;2 � � � A3;m A3;m+1 A3;m+2 � � � A3;2m
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

Am;1 Am;2 � � � Am;m Am;m+1 Am;m+2 � � � Am;2m

0 0 � � � 0 L0(a) L1(a) � � � Lm�1(a)

0 0 � � � 0 L00(a) L01(a) � � � L0m�1(a)

Am+3;1 Am+3;2 � � � Am+3;m Am+3;m+1 Am+3;m+2 � � � Am+3;m+m
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

A2m;1 A2m;2 � � � A2m;m A2m;m+1 A2m;m+2 � � � A2m;2m

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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aij =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Lj�1(a) ,

8<: i = 1

j = 1; 2; � � � ;m

L0j�1(a) ,

8<: i = 2

j = 1; 2; � � � ;m

�(xi)L
00
j�1(xi) + �(xi)L

0
j�1(xi) + 
(xi)Lj�1(xi)

� �
R x
a
k11(xi; t)Lj�1(t)dt;

8<: i = 3; � � � ;m
j = 1; 2; � � � ;m

��
R x
a
k12(xi; t)Lj�m�1(t)dt ;

8<: i = 3; � � � ;m
j = m+ 1; � � � ; 2m

��
R x
a
k21(xi�m�1; t)Lj�1(t)dt ;

8<: i = m+ 3; � � � ; 2m
j = 1; 2; � � � ;m

Lj�m�1(a) ,

8<: i = m+ 1

j = m+ 1; � � � ; 2m

L0j�m�1(a) ,

8<: i = m+ 2

j = m+ 1; � � � ; 2m

�(xi�m�1)L
00
j�m�1(xi�m�1) + �(xi�m�1)L

0
j�m�1(xi�m�1) + 
(xi�m�1)

Lj�m�1(xi�m�1)� �
R x
a
k22(xi�m�1; t)Lj�m�1(t)dt;

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = m+ 1; � � � ; 2m

4.2 Résolution des systèmes d�équations Intégro-di¤érentielles

par la méthode de Galerkin

Dans cette partie, nous cherchons une approximation numérique des systèmes d�équations

intégro-di¤érentielles de Fredholm et de Volterra par la méthode de Galerkin,

4.2.1 Aproximation Numérique de Système d�équations intégro-

di¤érentielles de Fredholm

- Considérons le système d�équations Intégro-di¤érentielles de Fredholm suivant :
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Résolution numérique des systèmes d�équations intégro-di¤érentielles.

�(x)U 00(x) + �(x)U 0(x) + 
(x)U(x)� �

Z b

a

K(x; t)U(t)dt = F (x) (4.2.1)

ou � 2 R et x 2 [a; b] ,

U(x) = [ui(x)]; i = 1; : : : ; n;

U 0(x) = [u0i(x)]; i = 1; : : : ; n;

U 00(x) = [u00i (x)]; i = 1; : : : ; n;

F (x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n;

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

Où fi(x) sont des fonction continues dans [a; b], ki;j(x; t) sont des fonctions contin-

ues 8(x; t) 2 [a; b]2.Nous transformons ce système d�équation en un système d�équations

linéaires. Pour cela, nous choisissons les polynômes de legendre comme les fonctions de base

pour estimes la solution du système d�équations Intégro-di¤érentielles. Nous appliquons

la méthode de Galerkin pour transformer le système (4:2:1) en un système algébrique

d�équations linéaires AX = b. posons

ui(x) �=
mX
k=1

cikLk�1(x); (4.2.2)

u0i(x)
�=

mX
k=1

cikL
0
k�1(x); (4.2.3)

u00i (x)
�=

mX
k=1

cikL
00
k�1(x); (4.2.4)

où Lk(x) est le ki�eme polynômes de Legendre et cik sont des coe¢ cients inconnus qui sont

déterminés en résolvant le système algébrique d�équations linéaires AX = b. En substituant

les relations (4:2:2),(4:2:3) et (4:2:4) dans (4:2:1), nous obtenons :

�(x)
mP
k=1

cik L
00
k�1(x) + �(x)

mP
k=1

cik L
0
k�1(x) + 
(x)

mP
k=1

cik Lk�1(x)
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��
Z b

a

nX
j=1

Kij(x; t)
mP
k=1

cjk Lk�1(t)dt = fi(x)

mP
k=1

cik

h
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R b
a
Kii(x; t)Lk�1(t)dt

i

��
nX

i6=j =1

mP
k=1

cjk

hR b
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

i
= fi(x) (4.2.5)

En multipliant les deux côtés de (4:2:5) par Lp �1; p = 1; 2; :::; n , puis en intègre de a

à b, nous aurons :

mP
k=1

cik

Z b

a

h
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R b
a
Kii(x; t) Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx

��
nX

i6=j =1

mP
k=1

cjk

Z b

a

hR b
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx =

Z b

a

fi(x)Lp�1(x)dx

avec i; j = 1; 2; :::; n et k; p = 1; 2; :::::;m

ui(a) �=
mX
k=1

cikLk�1(a) = ai , u0i(a)
�=

mX
k=1

cikL
0
k�1(a) = bi

on déduit un système algébrique d�équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2 ,

8<: �(x)u001(x) + �(x)u01(x) + 
(x)u1(x) = f1(x) + �
R b
a
k11(x; t)u1(t)dt+ k12(x; t)u2(t)dt

�(x)u002(x) + �(x)u02(x) + 
(x)u2(x) = f2(x) + �
R b
a
k21(x; t)u1(t)dt+ k22(x; t)u2(t)dt

8<: �(x)u001(x) + �(x)u01(x) + 
(x)u1(x)� �
R b
a
k11(x; t)u1(t)dt� �

R b
a
k12(x; t)u2(t)dt = f1(x)

�(x)u002(x) + �(x)u02(x) + 
(x)u2(x)� �
R b
a
k21(x; t)u1(t)dt� �

R b
a
k22(x; t)u2(t)dt = f2(x)
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u
(r)
s (x) �=

Pm
k=1 cskL

(r)
k�1(x); avec s = 1; 2 et r = 0; 1; 2

8>>>>>><>>>>>>:

Pm
k=1 c1k

h
�L00k�1 + �L0k�1 + 
Lk�1 � �

R b
a
k11(x; t)Lk�1(t)dt

i
� �

Pm
k=1 c2k

R b
a
k12(x; t)Lk�1(t)dt = f1(x)

��
Pm

k=1 c1k
R b
a
k21(x; t)Lk�1(t)dt+

Pm
k=1 c2kh

�L00k�1 + �L0k�1 + 
Lk�1 � �
R b
a
k22(x; t)Lk�1(t)dt

i
= f2(x)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Pm
k=1 c1k

hR b
a

h
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R b
a
K11Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx

i
� �

Pm
k=1 c2k

hR b
a

hR b
a
K12Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx

i
=
R b
a
f1(x)Lp�1(x)dx

��
Pm

k=1 c1k

hR b
a

hR b
a
K21Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx

i
+
Pm

k=1 c2khR b
a

h
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R b
a
K22Lk�1(t)dt

i
Lp�1(x)dx

i
=
R b
a
f2(x)Lp�1(x)dx

p = 1; 2; :::::;m;

on obtient un système d�équations linéaires AX = b où :

A = (aij); i; j = 1; 2; : : : ; 2m;

X = [c11; c12; : : : ; c1m; c21; c22; : : : ; c2m]
T ;
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avec

b =

2666666666666666666666666666664

a1

b1R b
a
f1(x)L0(x)dxR b

a
f1(x)L1(x)dx

...R b
a
f1(x)Lm�3(x)dx

a2

b2R b
a
f2(x)L0(x)dxR b

a
f2(x)L1(x)dx

...R b
a
f2(x)Lm�3(x)dx

3777777777777777777777777777775

;

aij =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

L0(a) L1(a) � � � Lm�1(a) 0 0 � � � 0

L00(a) L01(a) � � � L0m�1(a) 0 0 � � � 0

A3;1 A3;2 � � � A3;m A3;m+1 A3;m+2 � � � A3;2m
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

Am;1 Am;2 � � � Am;m Am;m+1 Am;m+2 � � � Am;2m

0 0 � � � 0 L0(a) L1(a) � � � Lm�1(a)

0 0 � � � 0 L00(a) L01(a) � � � L0m�1(a)

Am+3;1 Am+3;2 � � � Am+3;m Am+3;m+1 Am+3;m+2 � � � Am+3;m+m
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

A2m;1 A2m;2 � � � A2m;m A2m;m+1 A2m;m+2 � � � A2m;2m

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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aij =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Lj�1(a) ,

8<: i = 1

j = 1; 2; � � � ;m

L0j�1(a) ,

8<: i = 2

j = 1; 2; � � � ;mR b
a

h
�(x)L00j�1(x) + �(x)L0j�1(x) + 
(x)Lj�1(x)� �

R b
a
K11Lj�1(t)dt

i
Li�1(x) dx

8<: i = 3; 4; � � � ;m
j = 1; 2; � � � ;m

��
R b
a

hR b
a
k12(x; t)Lj�m�1(t)dt

i
Li�1(x) dx ;

8<: i = 1; 2; � � � ;m
j = m+ 1; � � � ; 2m

��
R b
a

hR b
a
k21(x; t)Lj�1(t)dt

i
Li�m�1(x) dx ;

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = 1; 2; � � � ;m

Lj�m�1(a) ,

8<: i = m+ 1

j = m+ 1; � � � ; 2m

L0j�m�1(a) ,

8<: i = m+ 2

j = m+ 1; � � � ; 2mR b
a

h
�(x)L00j�m�1(x) + �(x)L0j�m�1(x) + 
(x)Lj�m�1(x)� �

R b
a
k22(x; t)Lj�m�1dt

i
Li�m�1(x) dx ;

8<: i = m+ 3; � � � ; 2m
j = m+ 1; � � � ; 2m

4.2.2 Aproximation Numérique du systme d�équations intégro-

di¤érentielles de Volterra

- Considérons le système d�équations intégrales de volterra suivant :

�(x)U 00(x) + �(x)U 0(x) + 
(x)U(x)� �

Z x

a

K(x; t)U(t)dt = F (x) (4.2.6)

54
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u(x) = [ui(x)]: i = 1; : : : ; n;

u0(x) = [u0i(x)]; i = 1; : : : ; n;

u00(x) = [u00i (x)]; i = 1; : : : ; n;

f(x) = [fi(x)]; i = 1; : : : ; n;

K(x; t) = [ki;j(x; t)]; i; j = 1; : : : ; n:

ou � 2 R et x 2 [a; b] ,

En appliquons la méthode de Galerkin à l�équation (4:2:6) on obtient un système al-

gèbrique d�équations linéaires AX = b. En utilisant les polynômes de Legendre, on pose

ui(x) �=
mX
k=1

cikLk�1(x); (4.2.7)

u0i(x)
�=

mX
k=1

cikL
0
k�1(x); (4.2.8)

u00i (x)
�=

mX
k=1

cikL
00
k�1(x); (4.2.9)

où Lk(x) est le ki�eme polynômes de Legendre et cik sont des coe¢ cients inconnus qui sont

déterminés en résolvant le système algébrique d�équations linéaires AX = b. En substituant

les relations (4:2:7),(4:2:8),(4:2:9) dans (4:2:6), nous obtenons :

�(x)
mP
k=1

cik L
00
k�1(x) + �(x)

mP
k=1

cik L
0
k�1(x) + 
(x)

mP
k=1

cik Lk�1(x)

� �
R x
a

Pn
j=1Kij(x; t)

mP
k=1

cjk Lk�1(t)dt = fi(x)

mP
k=1

cik
�
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R x
a
Kii(x; t)Lk�1(t)dt

�
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��
nX

i6=j =1

mP
k=1

cjk
�R x
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

�
= fi(x)

(4.2.10)

En multipliant les deux côtés de (4:2:10) par Lp �1; p = 1; 2; :::; n et en intégrant en de

a à b, on obtient :

mP
k=1

cik

Z b

a

�
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R x
a
Kii(x; t) Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx

��
nX

i6=j =1

mP
k=1

cjk

Z b

a

�R x
a
Kij(x; t)Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx =

Z b

a

fi(x)Lp�1(x)dx

telle que, i; j = 1; 2; :::; n et k; p = 1; 2; :::::;m

ui(a) �=
mX
k=1

cikLk�1(a) = ai , u0i(a)
�=

mX
k=1

cikL
0
k�1(a) = bi

on déduit un système algébrique d�équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2

8<: �(x)u001(x) + �(x)u01(x) + 
(x)u1(x) = f1(x) + �
R x
a
k11(x; t)u1(t)dt+ k12(x; t)u2(t)dt

�(x)u002(x) + �(x)u02(x) + 
(x)u2(x) = f2(x) + �
R x
a
k21(x; t)u1(t)dt+ k22(x; t)u2(t)dt

8<: �(x)u001(x) + �(x)u01(x) + 
(x)u1(x)� �
R x
a
k11(x; t)u1(t)dt� �

R x
a
k12(x; t)u2(t)dt = f1(x)

�(x)u002(x) + �(x)u02(x) + 
(x)u2(x)� �
R x
a
k21(x; t)u1(t)dt� �

R x
a
k22(x; t)u2(t)dt = f2(x)

u
(r)
s (x) �=

Pm
k=1 cskL

(r)
k�1(x); avec s = 1; 2 et r = 0; 1; 2

8>>>>><>>>>>:

Pm
k=1 c1k

�
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R x
a
k11(x; t)Lk�1(t)dt

�
� �

Pm
k=1 c2k

R x
a
k12(x; t)Lk�1(t)dt = f1(x)

��
Pm

k=1 c1k
R x
a
k21(x; t)Lk�1(t)dt+

Pm
k=1 c2k�

�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �
R x
a
k22(x; t)Lk�1(t)dt

�
= f2(x)
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8>>>>>><>>>>>>:

Pm
k=1 c1k

hR b
a

�
�(x)L00k�1(x) + �(x)L0k�1(x) + 
(x)Lk�1(x)� �

R x
a
K11Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx

i
� �

Pm
k=1 c2k

hR b
a

�R x
a
K12Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx

i
=
R b
a
f1(x)Lp�1(x)dx

��
Pm

k=1 c1k

hR b
a

�R x
a
K21Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx

i
+Pm

k=1 c2k

hR b
a

�
�L00k�1 + �L0k�1 + 
Lk�1 � �

R x
a
K22Lk�1(t)dt

�
Lp�1(x)dx

i
=
R b
a
f2(x)Lp�1(x)dx

p = 1; 2; ::::;m

on obtient un système d�équations linéaires AX = b où :

A = (aij); i; j = 1; 2; : : : ; 2m;

X = [c11; c12; : : : ; c1m; c21; c22; : : : ; c2m]
T ;

avec

b =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

a1

b1R b
a
f1(x)L0(x)dxR b

a
f1(x)L1(x)dx

...R b
a
f1(x)Lm�3(x)dx

a2

b2R b
a
f2(x)L0(x)dxR b

a
f2(x)L1(x)dx

...R b
a
f2(x)Lm�3(x)dx

;

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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aij =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

L0(a) L1(a) � � � Lm�1(a) 0 0 � � � 0

L00(a) L01(a) � � � L0m�1(a) 0 0 � � � 0

A3;1 A3;2 � � � A3;m A3;m+1 A3;m+2 � � � A3;2m
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

Am;1 Am;2 � � � Am;m Am;m+1 Am;m+2 � � � Am;2m

0 0 � � � 0 L0(a) L1(a) � � � Lm�1(a)

0 0 � � � 0 L00(a) L01(a) � � � L0m�1(a)

Am+3;1 Am+3;2 � � � Am+3;m Am+3;m+1 Am+3;m+2 � � � Am+3;m+m
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

A2m;1 A2m;2 � � � A2m;m A2m;m+1 A2m;m+2 � � � A2m;2m

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

aij =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Lj�1(a) ,

8<: i = 1

j = 1; 2; � � � ;m

L0j�1(a) ,

8<: i = 2

j = 1; 2; � � � ;mR b
a

�
�(x)L00j�1(x) + �(x)L0j�1(x) + 
(x)Lj�1(x)� �

R x
a
K11Lj�1(t)dt

�
Li�1(x) dx ;

8<: i = 3; 4; � � � ;m
j = 1; 2; � � � ;m

��
R b
a

�R x
a
k12(x; t)Lj�m�1(t)dt

�
Li�1(x) dx ;

8<: i = 1; 2; � � � ;m
j = m+ 1; � � � ; 2m

��
R b
a

�R x
a
k21(x; t)Lj�1(t)dt

�
Li�m�1(x) dx ;

8<: i = m+ 1; � � � ; 2m
j = 1; 2; � � � ;m

Lj�m�1(a) ,

8<: i = m+ 1

j = m+ 1; � � � ; 2m

L0j�m�1(a) ,

8<: i = m+ 2

j = m+ 1; � � � ; 2mR b
a

�
�(x)L00j�m�1(x) + �(x)L0j�m�1(x) + 
(x)Lj�m�1 � �

R x
a
k22(x; t)Lj�m�1(t)dt

�
Li�m�1(x) dx ;

8<: i = m+ 3; � � � ; 2m
j = m+ 1; � � � ; 2m
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4.3 Exemples

Résolution numérique de quelques exemples de systeme d�équations intégro-

di¤érentielies de fridholm :

Exemple 7. [18]

Soit le systeme des equations intégro-di¤érentielies de Fredholme suivant8>>><>>>:
u001(x)�

R 1
0
1
3
u1(t) +

1
4
u2(t)dt =

8
9
:

u002(x)�
R 1
0
x2

6
u1(t)� x2

3
u2(t)dt = 6x� x2

18
:

u1(0) = 0; u
0
1(0) =

1
3
; u2(0) = 0; u02(0) = �1

2
;

où les solutions exactes sont données par : u1(x) =
x2

2
+ x

3
et u2(x) = x3�.x

2

La solutions approchée (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenu par la résolution

du système d�équations linéaires AX = b pour m = 10

u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerk u2_exct err_colocat err_Galerk

0.0 0.00000 0.000000e+00 0.000000e+00 0.00000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.2 0.08667 0.000000e+00 0.000000e+00 -0.09200 2.775558e-17 2.775558e-17

0.4 0.21333 2.775558e-17 2.775558e-17 -0.13600 2.775558e-17 2.775558e-17

0.6 0.38000 0.000000e+00 0.000000e+00 -0.08400 2.775558e-17 2.775558e-17

0.8 0.58667 1.110223e-16 1.110223e-16 0.11200 5.551115e-17 5.551115e-17

1.0 0.83333 1.110223e-16 1.110223e-16 0.50000 5.551115e-17 5.551115e-17

Tableau 4.3.1 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de

la methode de Galerkin de l�exemple 7 pour m = 10
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Figure 4.3.1 : Comparaison entre la solution approchés et la solution exacte de l�exemple 7

pour n = 10

Exemple 8. [12]

Soit le systeme des equations intégro-di¤érentielies de Fredholme suivant8>>><>>>:
u
0
1(x) = ex � 5

2
+
R ln 2
0
(u1(t) + u2(t))dt;

u
0
2(x) = 2e

2x + 1
4
+
R ln 2
0

t(u1(t)� u2(t))dt;

u1(0) = 1; u2(0) = 1;

où les solutions exactes sont sont données par : u1(x) = ex et u2(x) = e2x.

La solution approchée (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenue par la résolution

du systéme des équations linéaires AX = b pour m = 10
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u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerk u2_exct err_colocat err_Galerk

0.00000 1.00000 0.000000e+00 1.110223e-16 1.00000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.13863 1.14870 2.384892e-11 0.000000e+00 1.31951 1.971561e-10 5.129230e-13

0.27726 1.31951 4.762946e-11 4.440892e-16 1.74110 1.940692e-10 1.070699e-12

0.41589 1.51572 7.140999e-11 4.440892e-16 2.29740 1.904463e-10 1.120437e-12

0.55452 1.74110 9.519052e-11 0.000000e+00 3.03143 1.866600e-10 4.822809e-13

0.69315 2.00000 1.189693e-10 2.220446e-16 4.00000 1.783080e-10 0.000000e+00

Tabeau 4.3.2 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de la

methode de Galerkin de l�exemple 8 pour m = 10
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Figure 4.3.2 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 8

pour n = 10
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Exemple 9. [12]

Soit le systeme des equations intégro-di¤érentielies de Fredholme suivant8>>><>>>:
u001(x) = � cosx� (2� �

2
) +

R �
2

0
(x� t)(u1(t)� u2(t))dt;

u002(x) = � sin x+ (2� �
2
) +

R �
2

0
(x+ t)(u1(t)� u2(t))dt;

u1(0) = 1; u
0
1(0) = 0 ; u2(0) = 0; u

0
2(0) = 1;

où les solutions exactes sont données par : u1(x) = cosx et u2(x) = sin x

La solution approchée (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenu par la résolution

du système d�équations linéaires AX = b pour m = 10

u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerk u2_exct err_colocat err_Galerk

0.00000 1.00000 3.219647e-14 8.881784e-16 0.00000 1.765255e-14 1.698641e-14

0.31416 0.95106 6.504645e-09 8.471002e-13 0.30902 5.219135e-09 1.013245e-12

0.62832 0.80902 1.305808e-08 3.806289e-12 0.58779 8.406462e-09 3.938183e-12

0.94248 0.58779 1.872761e-08 3.922418e-12 0.80902 7.053846e-09 3.802736e-12

1.25664 0.30902 2.442921e-08 1.037503e-12 0.95106 2.487643e-10 8.344436e-13

1.57080 0.00000 3.107907e-08 1.593742e-14 1.00000 1.292156e-08 2.753353e-14

Tableau 4.3.3 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de

la methode de Galerkin de l�exemple 9 pour m = 10
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Figure 4.3.3 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 9

pour n = 10

Résolution numérique de quelques exemples de systeme d�équations intégro-

di¤érentielies de Volterra :

Exemple 10. [17]

Soit le système d�équations intégro-di¤érentielies de Volterra suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u
00
1(x) + xu

0
1(x) + 2u1(x) = �2x6

5
� x5

4
� x4

4
� x3

3
+ 4x2 + 3x+ 2 +

xZ
0

tu1(t) + xt2u2(t)dt

u
00
2(x)� 2xu

0
2(x) + u2(x) = �13

20
x5 � 7

12
x4 � 6x2 � x+ 4 +

xZ
0

xtu1(t) + t2u2(t)dt

u1(0) = 0; u
0
1(0) = 1 ; u2(0) = 1; u

0
2(0) = 0;

où les solutions exactes sont son données par : u1(x) = x+ x2 et u2(x) = x+ 2x2.

La solution approchée (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenue par la résolution

du système d�équations linéaires AX = b pour m = 10
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u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerk u2_exct err_colocat err_Galerk

0.0 0.00000 2.606249e-14 0.000000e+00 0.00000 7.771561e-16 0.000000e+00

0.2 0.24000 1.543210e-14 2.775558e-17 0.28000 1.110223e-16 1.110223e-16

0.4 0.56000 5.218048e-15 0.000000e+00 0.72000 2.220446e-16 0.000000e+00

0.6 0.96000 5.107026e-15 0.000000e+00 1.32000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.8 1.44000 1.620926e-14 0.000000e+00 2.08000 4.440892e-16 4.440892e-16

1.0 2.00000 2.553513e-14 0.000000e+00 3.00000 4.440892e-16 0.000000e+00

Tableau 4.3.4 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de

la methode de Galerkin de l�exemple 1 pour m = 10
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Figure 4.3.4 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

10 pour n = 10
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Exemple 11. [13]

Soit le système d�équations intégro-di¤érentielies de Volterra suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u
00
1(x) = 2 cos(x)� sin(x)� 1 + x� x2 +

xZ
0

(u1(t) + u2(t)) dt

u
00
2(x) = 1 + x� cos(x) +

xZ
0

(u1(t)� u2(t)) dt

u1(0) = 1; u
0
1(0) = 1; u2(0) = 0; u

0
2(0) = 2;

où les solutions exactes sont données par : u1(x) = x+ cos(x) et u2(x) = x+ sin(x):

La solution approchée (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenue par la résolution

du système d�équations linéaires AX = b pour m = 10:

u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerk u2_exct err_colocat err_Galerk

0.0 1.00000 2.664535e-15 4.440892e-16 0.00000 7.632783e-16 6.938894e-18

0.2 1.18007 1.332268e-15 4.440892e-16 0.39867 3.719247e-15 3.885781e-16

0.4 1.32106 1.776357e-15 4.440892e-15 0.78942 3.330669e-15 9.325873e-15

0.6 1.42534 4.440892e-16 1.110223e-15 1.16464 3.108624e-15 8.881784e-16

0.8 1.49671 4.440892e-16 8.437695e-15 1.51736 1.998401e-15 1.487699e-14

1.0 1.54030 8.881784e-16 3.419487e-14 1.84147 6.439294e-15 6.483702e-14

Tableau 4.3.5 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de

la methode de Galerkin de l�exemple 11 pour m = 10
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Figure 4.3.5 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

11 pour n = 10

Exemple 12. [17]

Soit le système d�équations intégro-di¤érentielies de Volterra suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u
00
1(x) + 2xu

0
1(x)� u1(x) = �2

5
x6 � 7

12
x4 � x3

3
+ 4x2 + 3x+ 2 +

xZ
0

u1(t)dt�
xZ
0

u2(t)dt

u
00
2(x) + u

0
2(x)� 2xu2(x) = �13

20
x5 � x4

3
� x3

3
� 6x2 + 5 +

xZ
0

u1(t)dt+

xZ
0

u2(t)dt

u
0
1(0) = 1 u1(0) = 1;u

0
2(0) = 1 u2(0) = 1

où les solutions exactes sont données par : u1(x) = ex et u2(x) = 1 + sin(x)

La solution approchée (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenue par la résolution

du systéme des équations linéaires AX = b pour m = 10:
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u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerk u2_exct err_colocat err_Galerk

0.0 1.00000 3.930190e-14 0.000000e+00 1.00000 6.461498e-14 0.000000e+00

0.2 1.22140 1.207037e-10 1.443290e-14 1.19867 5.339529e-11 9.103829e-15

0.4 1.49182 2.643668e-10 6.195044e-14 1.38942 1.094287e-10 3.375078e-14

0.6 1.82212 3.992835e-10 6.239453e-14 1.56464 1.575398e-10 3.308465e-14

0.8 2.22554 5.255800e-10 1.421085e-14 1.71736 2.014198e-10 7.327472e-15

1.0 2.71828 6.454712e-10 0.000000e+00 1.84147 2.446432e-10 0.000000e+00

Tableau 4.3.6 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de

la methode de Galerkin de l�exemple 12 pour m = 10
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Figure 4.3.6 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

12 pour n = 10
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Variantes d�exemples (ces exemples n�ont pas de forme spéci�que)

Exemple 13 (Fredholm) [16]

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u
00
1(x)� xu

0
2(x) + 2xu1(x) = 2x

3 � 37
12
x2 + 323

60
x+ 2 +

1Z
0

(x2t u1(t)� xt2 u2(t)) dt;

u
00
2(x)� 2xu

0
1(x) + u2(x) = �5x2 + 109

30
x� 1 +

1Z
0

(xtu1(t) + xt3u2(t)) dt;

u1(0) = 3 ; u1(1) = 2; u2(0) = 1; u2(1) = 1;

où les solutions exactes sont données par : u1(x) = x2 � 2x+ 3 et u2(x) = �x2 + x+ 1

La solution approchée (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenue par la résolution

du systéme des équations linéaires AX = b

u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerk u2_exct err_colocat err_Galerk

0.0 3.00000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.00000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.2 2.64000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.16000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.4 2.36000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.24000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.6 2.16000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.24000 0.000000e+00 0.000000e+00

0.8 2.04000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.16000 0.000000e+00 0.000000e+00

1.0 2.00000 0.000000e+00 0.000000e+00 1.00000 0.000000e+00 0.000000e+00

Tableau 4.3.7 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de

la methode de Galerkin de l�exemple 13 pour m = 10
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Figure 4.3.7 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

13 pour n = 10

Exemple 14 (Volterra) [19]

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�u01(x)� 1
2
xu1(x) +

3
2
u2(x) = f1(x) +

xZ
�1

(u1(t)� 3xu2(t)) dt;

x2u1(x) + u
0
2(x)� xu2(x) = f2(x) +

xZ
�1

((2x+ t)u1(t) + 3t
2u2(t)) dt;

f1(x) =
5
2
� x � 27

2
x2 + x4 + 3

2
(�1 + 2x2)� 1

2
x (�3x+ 4x3)

f2(x) =
2
5
+ 3x + 3x3 � 8

5
x5 + x2 (�3x+ 4x3)

u1(0) = 0 ; u2(0) = �1;

où les solutions exactes sont données par : u1(x) = 4x3 � 3x et u2(x) = 2x
2 � 1:

La solution approchée (~u1; ~u2) de la solution exacte (u1; u2) est obtenu par la résolution

du systéme des équations linéaires AX = b
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u1 u2

xi u1_exct err_colocat err_Galerk u2_exct err_colocat err_Galerk

-1.00000 -1.00000 7.105427e-15 2.220446e-16 1.00000 0.000000e+00 0.000000e+00

-0.60000 0.93600 1.998401e-15 0.000000e+00 -0.28000 7.771561e-16 0.000000e+00

-0.20000 0.56800 1.110223e-16 0.000000e+00 -0.92000 1.110223e-16 0.000000e+00

0.20000 -0.56800 .661338e-16 0.000000e+00 -0.92000 6.661338e-16 0.000000e+00

0.60000 -0.93600 1.776357e-15 0.000000e+00 -0.28000 0.000000e+00 0.000000e+00

1.00000 1.00000 5.773160e-15 2.220446e-16 1.00000 2.220446e-16 0.000000e+00

Tableau 4.3.8 : Comparaison entre l�erreure de la methode de colocation et l�erreure de

la methode de Galerkin de l�exemple 14 pour m = 10
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Figure 4.3.8 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

14 pour n = 20
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Conclusion

les méthodes de projection (Collocation, Galerkin), comme nous l�avons vu, leur stratégie

est basée sur la projection de notre équation dans un sous espace fonctionnel de dimension

�ni, dans lequel on cherche à approcher la solution exacte par une combinaison linéaire

des éléments de la base de ce sous espace et travailler avec le résidu. Mais, la question

qui se pose toujours, pour le choix des points de collocation et de la base qui mènent à

la meilleure approximation de la solution. En �n, en concluant que les conditions spon-

tanées de régularité de la fonction noyau, et le comportement de la solution exacte pour

chaque équation intégrale, pose un dé�pour le calcul numérique à haute résolution. Cepen-

dant dans l�objectif d�améliorer nos résultats (la solution approchée), notre intuition, est

d�exhibé des méthodes d�ordre élevé, notamment les méthodes spectrales. Par conséquent,

dans la continuité directe de notre travail de thèse, précisément dans le cas de notre contri-

bution sur les méthodes de résolution numérique des équations intégrales et dans l�objectif

d�améliorer les résultats obtenus, il est indispensable de maîtriser les di¤érentes techniques

d�approximation récentes, d�interpolation, d�intégration ou de développement en série d�une

part, d�autre part, de posséder les clés qui mettent en oeuvre ces méthodes sous forme

d�algorithmes e¢ caces, de maîtriser les di¤érents langages de programmation évolue

La résolution numérique des système d�équations intégrales et integro-di¤érentielles sont

souvent nécessaires, faute de l�existence de solution analytiques. Les méthodes de résolu-

tion numérique des systèmes d�équations intégrales et integro-di¤érentielles jouent un rôle

très important dans divers domaines scienti�ques. Avec l�avantage des machines de calcul

numérique, notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd�hui un outil

essentiel pour l�investigation dans les di¢ érents problèmes fondamentaux dans les assimila-

tions des phénomènes scienti�ques qui sont di¢ ciles à réaliser, voir impossible à résoudre.

Nous proposons deux méthode numérique de résolution systemes des équations inté-

grales, celle méthode spectrale (approximée par un polynôme de Legender). Nous avons

calculé les erreurs de la valeur absolue de la di¤érence entre la solution exacte et approchée

connue d�avance et la solution numérique qu�on a trouvée, pour un choix d�une solution

approchée sous forme une série '(x) =
nP
i=0

ciLegenderi(x) . Nous avons comparé les erreurs

de la valeur absolue par la méthode de Collocation et par la méthode de Galerkin. Ensuite

on a schématisé ces résultats En n, la lecture de ces schémas, nous a donné une illusion
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générale sur la méthode ainsi proposée. Celà donnera un avantage de plus à la résolution

numérique des équations intégrales.
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