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NOTATIONS

Ly([a, b]): L’ensemble de toutes les fonctions de carrée intérable sur [a, b].
C*([a,b]): L’ensemble des fonctions k fois continuement dérivables sur [a, b].
H : L’espaces de Hilbert

< .,.>: Produit scalaire.

|.]|: La norme.

R : Ensemble des réels.

C : Ensemble des nombres réels.

~: Approximation.

A: Opérateur intégrale compact.

L;,, : Polynome de legendre

P, : Polynéme orthogonaux.

K(x,t) :Le noyau de l'intégrale.

f(z) : Fonction donnée.

A : Un parameétre non nul, réel ou complexe..

¢; : Coeflicients du polynéme de legendre.

R,[z] : L’espace des polynomes.

X



Introduction

Les équations intégrales sont le modéle mathématique de beaucoup des problemes de bi-
ologie et de chimie ; elles sont aussi importantes dans plusieurs domaines de physique par
exemple les équations de Maxwell sont probablement les plus célebres représentants ces
équations. Elles apparaissent aussi dans des problémes des transferts d’énergie radiative
et des problémes d’oscillations d’une corde ou d’'une membrane. Ainsi que les équations
intégrales ont joué un roéle historique important dans I’élaboration des principaux concepts
de I'analyse contemporaine.

Les méthodes de résolution numérique des équations intégrales jouent un role tres impor-
tant dans divers domaines scientifiques. Avec ’avantage des machines de calcul numérique,
notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd’hui un outil essentiel pour
I'investigation dans les différents problémes fondamentaux de ’assimilation des phénomeénes
scientifiques qui sont difficiles, & savoir impossible & résoudre dans le passé. Ainsi, notons
qu’il existe actuellement un grand nombre de méthodes numériques utilisées dans les dif-
férentes branches de la recherche scientifique. La résolution des systémes des équations
intégrales linéaires par les polyndémes de Legendre a une importance dans ’analyse fonc-
tionnelle et les problémes pratiques ceci est d’un fait qu'un grand nombre de lois et des
relations physiques se traduisent mathématiquement sous forme des systémes des équations
intégrales.

Le but de ce travail est de trouver une solution des systémes des équations intégrales
par les polyndémes de Legendre.

Notre travail de est organisé comme suit :



Introduction

Dans le premier chapitre on donne quelques rappels sur d’analyse fonctionnelle et des
notions préliminaire sur les opérateurs.

Dans le deuxiéme chapitre on donne quelques définitions et propriétés sur les polynémes
de Legendre et les systémes d’équations intégrales

Le troisiéme chapitre traite la résolution numérique des systemes d’équations intégrales
linéaire par deux méthodes de projection a savoir méthode de collocation et méthode de
Galerkin, des exemples illustratifs sont donnés en fin de chapitre. Enfin dans le qua-
trieme chapitre nous traitons la résolution numérique des systémes d’équations intégro-
différentielles par la méthode de collocation et la méthode de Galerkin. La solution ap-
prochée est donnée sous forme d’'une combinaison linéaire de polynéme de Legendre, en
estimant les erreurs pour chaque méthode et comparons la solution approchée avec la solu-

tion exacte.
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Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1 Notions d’analyse fonctionnelle

L’étude de diverse classe des systémes d’équations intégrales nécessite I'utilisation des
espaces fonctionnels, tels que les espaces de Banach ou de Hilbert. Dans ce chapitre, on
donne des définitions de base sur I'analyse fonctionnelle, les espaces des fonctions continues

sur un intervalle fermé, on donne aussi quelques notions sur les opérateurs.

1.2 Espace Ls([a, b))

Définition 1.2.1 On dit qu’une fonction f est carrée intégrable sur |a,b] si [intégrale

b
/ A (z)dr < oo
Lo([a, b)) :l’ensemble de toutes les fonctions carrée intégrable sur [a,b].

1.3 Espace C*([a,b])

Définition 1.3.1 Les élements de cet espace sont touts les fonctions définies est possédant

sur cet intervalle [a,b] des dérivées continues jusqu’a l'order k, la norme d’un élement
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f € C*([a,b]) est définit par :

k

If1l = Zasgigb\f’“(x)\

=0 9575
1.4 Espace Normé

Définition 1.4.1 (Norme)
Soit E un espace vectoriel sur un corps k (R ou C).

Une norme sur E est une fonction N : E — R, définie sur E a valeurs dans l’ensemble

R, vérifiant les propriétés suivantes :

(1)Yue E N(u)>0 [positivité]

(2) N(0)=0 [nullitié & lorigine de EJ
(3) N(u) =0 implique u =0 [séparation]

(4)Yu € EVYA ek : N(Au) = |A|N(u) [positivité]

(5)Yu,v € E : N(u+v) < N(u)+ N (v)[inégalité triangulaire ou inégalité de convexité].

Pouruw € E, N(u) est appelé norme de u.
Notation 1.4.1 En général la norme noté par ||.|| .

Définition 1.4.2 (Distance associée a une norme)

Soit E un espace vectoriel surk, et soit]].|| une norme sur E. On associe & cette norme,

une distance d sur E par :

Vue EYveE du,v) = |lu—uvl.

Définition 1.4.3 (Espace Normé) L’espace vectoriel E muni dune norme s’appelle es-

pase normé.

1.5 Espace complets

Définition 1.5.1 (Espaces complets)

Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si toute suite de Cauchy x,, d’éléments

de E est une suite convergente dans E.
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1.6 Espace de Banach

Définition 1.6.1 On appelle espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Exemple 1.6.1 Tous espace vectoriel normé de dimension finie (en particulier les R™) est

un espace de Banach

1.7 Espace de Hilbert

On se donne un espace vectoriel sur R, appelé H.

Définition 1.7.1 On appelle produit scalaire sur H une forme bilinéaire symétrique
définie positive B : H x H — R, c’est-a-dire telle que
(i) (Linéarité o droite) B(u, \v) = AB(u,v), B < u,v + v >= B(u,v) + B(u,v’),
(i1) (Symétrie) B(u,v) = B(v,u).
(111) (Définie positive) B(u,u) >0 et B(u,u) =0 <= u =0.

Théoréme 1.7.1 L’application u — ||u ||= /B(u, u)

est une norme appelée norme associée au produit scalaire B (on parle aussi de norme
hilbertienne) et on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :|B(u,v)| < ||ul|]v||

et il n'y a égalité que siu et v sont paralléles (v = \v ou bien v =10)

Rappelons aussi “linégalité du parallélogramme” : ||*£2]|2 + || %5211 = 5(]|ul]®* + [Jv[/?)

Rappelons aussi que le produit scalaire (u, -) est une forme linéaire,

voir les Théorémes 6.1 livre [Topologie et analyse diff “erentielle] et Théorémes pricédent
elle est donc continue.

On vérifie aisément que l'application (u,v) — B (u,v) est continue de H x H dans R.

Définition 1.7.2 (Espace de Hilbert)
On dit que (H,B) est un espace de Hilbert si, muni de la norme associée & la forme

bilinéaire B, H est complet.



Rappels d’analyse fonctionnelle

1.8 Notions sur les opérateurs

1.8.1 Operateur Compact

Définition 1.8.1 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé X dans un espace normé
Y, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné en un ensemble

relativement compact dans Y .

Définition 1.8.2 On dite qu’une application linéaire T' d’un espace de Banach E dans un
espace de Banach F est compact, si T(Bg) est une partie compact de F'. Une application
linéaire compact est aussi appeleé opérateur compact. On note K(E,F) l’ensemble des

applications linéaires compactes de E dans F'.
Remarque 1.8.1 Toute application linéaire compacte est continue

Théoréme 1.8.1 Un opérateur A de X dans Y est compact si et seulement si pour tout

suit borné (u,) de X, la suite (Au,) contient une sous suite convergente dans Y .
Théoréme 1.8.2 Un opérateur compact est un opérateur borné, la reciproque est fausse.

Théoréme 1.8.3 Une combinaison linéaire A = Ay + Asdes opérateurs compacts est un

opérateur compact.

Théoréme 1.8.4 Le produit A x B de deux opérateurs borné A et B est compact si ['un

des opérateurs A ou B est compact.

Théoréme 1.8.5 Soient X un espace normé et Y un espace de Banach et soit (A,)une

suite d’opérateur compact de X dans Y , convergente en morme vers l'opérateur linéaire A

de X dansY .
lim ||A, — A||=0
Alors A est compact.

Théoréme 1.8.6 Soit A un opérateur borné de X dans Y a l'image A(X) de dimension

fini, alors A est compact.

Théoréme 1.8.7 L’opérateur identique I de X dans X est compact si et seulement si X

est de dimension finie.
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1.8.2 Opérateur intégral linéaire

Théoréme 1.8.8 Soit G un ensemble compact de R"™ et soit K une fonction continue de

G x G dans C, alors l'opérateur linéaire définie de C'(G)dans C(G) par:
(Au) (z) = [ |k(z,y)uly)ldy, VreG
G

est appelé opérateur intégral o noyau continu K, cet opérateur est borné, la norme ||A|| est
donnée par:

|Al| = max [ |k(z,y)|dy, Vred
zeG o

une classe particuliérement simple les opérateurs intégraux est contitue, les opérateurs a

noyau dits dégénerés sont de la forme:
k(x,y) =) aj(@)b;(y)
j=1

Théoréme 1.8.9 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans lui
meéme, avec ||A|| < 1, et soit I l'opérateur identique sur X. Alors I — A admet un opérateur

wnverse borné donné par la série de Neumann
o0
(I—-A)yt=> A
k=0

de plus

1
- A< ——
H( ) H— 1—|[4]]



Chapitre 2

Polynoémes de Legendre et systémes

d’équations intégrales

2.1 Polynéme de legendre

2.1.1 Les polynémes

Définition 2.1.1 (Orthogonalité)
On dit que deux vecteurs x ety d’un espace eucludien E sont orthogonauz si leur produit

scalaire < x,y >= 0.
Propriétés

e Si un vecteur x de E est orthogonal a chaque vecteur d’un ensemble F', on dit que x

est orthogonal a ’ensemble F', et on écrit
<z,y>=0 Vy € F.

e Si les vecteurs de deux ensembles F et F' sont orthogonaux deux a deux, on dit que

ces ensemble orthogonaux, et on écrit

<z,y>=0 VxeFE VyeckF.
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Définition 2.1.2 Deuz fonctions f(z) et g(x) dans L*[a,b] sont dites orthogonauz sur

Uintervalle [a,b] par rapport a une fonction de poids continue et non négative W(x) si

/ W (a)f (2)g(x)dz — 0. (2.1.1)

Nous utilisons la notation

<f,q >:/ W(z)f(x)g(x)dx. (2.1.2)

Ou W, f et g sont des fonctions de L*[a,b] alors la condition d’ orthogonalité est équivalent
a

< f,g>=0, (2.1.3)

2.1.2 Les polyndmes de Legendre

les polyndémes de Legendre constituent ’exemple d’une suite de polynémes orthogonaux.

Ce sont des solutions particuliéres de I’équation différentielle de Legendre :

% {(1 — xQ)dixPn(x)} +n(n+1)P,(z) =0, (2.1.4)

dans le cas particulier ot le parameétre n est un entier. Les polyndémes de Legendre sont
définis uniquement pour x € [—1,1]| puisque les points x = £1 sont des points singuliers
réguliers de cette équation différentielle.

Les polyndémes de Legendre constituent un cas particulier des polynémes de Jacobi
d’indice n, P,(«, 3) pour lesquels les parametres v et 3 sont nuls: B,=P%0 .

Une définition équivalente, plus abstraite, mais intéressante sur le plan conceptuel, est
de considérer que les polyndémes de Legendre sont les fonctions propres de I’endomorphisme
deéfini sur R[X] par :

P e R[X]+— u(P) = — [(1 — %) — (2.1.5)

pour la valeur propre —n(n + 1),n € N,
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Quelques polynémes

Les premiers polynémes de Legendre sont données par :

po(z) =1,

pi(r) =z,

pa(z) = (1/2)(32% — 1),

ps(x) = (1/2)(52° — 3z),

pa(z) = (1/8)(35x* — 3022 + 3),

ps(z) = (1/8)(63x% — 7023 + 15x),

pe(x) = (1/16)(2312° — 3152* + 10522 — 5).

2.1.3 Fonction génératrice

La fonction génératrice des polynomes de Legendre est donnée par :

\/ﬁ Z e [-1,+1]. (2.1.6)

2.1.4 Formule de récurrence de Bonnet

Cette formule de récurrence permet d’obtenir rapidement I’expression du polyndéme de

Legendre d’ordre n + 1 & partir de ceux d’ordres n et n — 1. Pour tout entier n > 1 :

(n+1)P1(x) = 2n+ 1)xP,(z) — nP,_1(x). (2.1.7)

avec Py(z) = 1,P(z) = z, Elle se démontre facilement & partir de la fonction génératrice.

2.1.5 Formule de Rodrigues

En prenant pour condition de normalisation Py(z) = 1, le polynéme P, (x) peut s’exprimer

en utilisant la formule de Rodrigues :

— [(1—2%)]. (2.1.8)

10
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Définition 2.1.3 Les polynomes de Legendre peuvent s’écrire sous forme de somme :

P,(z) = zin > (Z) (z — 1) (z + 1)* (2.1.9)

(Z) - (n_n—;'g)ugu (2.1.10)

2.1.6 Propriétés

1. Les polynémes P, sont de degré n.

2. La famille (P,),<y étant une famille de polynomes a degrés étagés, elle est une base

de 'espace vectoriel Ry[X].
3. Py(—z) = (—1)"P,(z).

2
4. ”PnH = 2n2+1

2.1.7 Décomposition en série de polyndmes de Legendre
Décomposition d’une fonction holomorphe

Toute fonction f, holomorphe & I'intérieur d’une ellipse de foyers —1 et +1, peut s’écrire sous

la forme d’une série qui converge uniformément sur tout compact a l'intérieur de 'ellipse :

f(z) = Z AnPr(2) (2.1.11)

AvecneNet )\, € C.

Décomposition d’une fonction lipschitzienne

On note ]5n le quotient du polynéme P, par sa norme.

Soit f une application continue sur [—1, 1]. Pour tout entier naturel n on pose

enl(f) = / 1 f(2)Py(2)dx (2.1.12)

11
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Alors la suite ¢, (f) est de carré sommable, et permet d’expliciter le projeté orthogonal

de f sur R,[X] :

Suf = calf) Py (2.1.13)
n=0

On a de plus :

L Vo € [-1,1], S, f (@) = [*) Kalz,y) f(y)dy. avec K, (v,y) = 2 Pent@Pali)-Pus )P0

2. S f(x) — f(z) = [1, Ku(z,y) (fly) — f(2)) dy.

Supposons de plus que f est une fonction lipschitzienne. On a alors la propriété supplé-
mentaire :
Ve el —1,1], lim S,f(z)= f(z).

autrement dit, I'égalité

F=Y culf)Ps (2.1.14)
n=0
est vraie non seulement au sens L? mais au sens de la convergence simple sur | — 1, 1].

2.1.8 Intégration numérique d’une fonction

Afin de calculer numériquement l'intégrale d’une fonction sur l'intervalle[—1, 1], 'une des
méthodes les plus populaires est la méthode de quadrature de Gauss-Legendre fondée sur

les propriétés des polynémes de Legendre. Elle prend la forme :

/_1 f(z)dx = Zwif(xi) (2.1.15)

1. (z;)i<nl’ensemble des zéros du polynome de Legendre P,

-2
(n+2) B, (), Poa (2:)

2. (w;)i<nles poids respectifs: w; =

En particulier, la formule & 'ordre n est exacte pour toute fonction polynomiale de degré

2n — 1.
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2.2 Les systémes d’équations intégrales

Définition 2.2.1

Les systémes d’équations intégrales ont un caractére fort différent des systémes d’équations
différentielles que l’on rencontre dans la plus part des phénoménes physiques (par exemple
phénoméne de diffusion), la principale source des systémes d’équations de ce type est l’étude
du transfert d’énergie par radiation, A la différence du transfert radiatif, les phénomeénes
de radiation ne peuvent pas étre décrit a l'aide des systémes d’équations mettant en jeu un
simple champ scalaire. Les lois de conservation deviennent alors plus compleze et ne peuvent

s’exprimer que sous formes d’intégrales étendues a toute la surface considérée.

2.2.1 Classifications des Systémes d’équations intégrales

les Systémes d’équations intégrales linéaires

Définition 2.2.2 On appelle systéeme d’équations intégrales linéaires un systéme d’équations

ou linconnue U, apparait le signe f et prend la forme suivante :

U(z) = F(z) + A\[K(z,t)U(t)dt (2.2.1)
G
ot A€ R, et
Ulx) = [w(x)], i=1, ..., n.
F(x) = [fi(»)],i=1, ..., n.
K(z, t) = [kij(z, t)], ¢ j=1, ..., n.

Avec F(z) et K(x,t) sont deuz fonctions connues, A un paramétre numérique.
o Si F(x) # 0 le systéeme (2.2.1) est dite Systéme d’équations intégrales non homogéne.
o Si F(x) =0 le systéme (2.2.1) est dite Systéme d’équations intégrales homogéne.

Avec toutes ces données, notre probléme est de chercher les fonctions U qui satisfait le
systéme d’équation (2.2.1)
Et peut étre écrite sous forme

U—AU=F (2.2.2)

13
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b
Avec A= [K(x,t)dt.

2.2.2 Systémes d’équations intégrales de Fredholm

Définition 2.2.3 e On appelle systéme d’équations intégrales linéaires de Fredholm de
deuxiéme espéce non homogéne

un systéme de la forme

U(z) = F(z) + \[K(z,t)U(t)dt (2.2.3)
ou AeR et
Ul) = [w(z)],i=1, ..., n.
F(z) = [fi(x)],i=1, ..., n.
Kz, t) = [kij(z, t)], i, j=1, ..., n.

Si F(z) =0 le systéme d’équations intégrales (2.2.3) s’écrite

b
U(z) = A\[K(z,t)U(t)dt (2.2.4)
Est appelée systéeme d’équations intégrales homogeénes de Fredholm de seconde espéce.

Définition 2.2.4 o On appel systéme d’équations intégrales linéaire non homogéne de

Fredholm de premier espéce

un systéme de la forme

A fbK(a:, HU(t)dt = F(z) (2.2.5)

a

Ou la fonction inconnue U(t) n’intervient que sous le signe d’intégration, s’appelle

systéeme d’équations intégrales de Fredholm non homogéne de premiére espéce.

Si F'(x) = 0 ce systéme d’équations intégrales est apellée systéme d’équations intégrales
homogéene de Fredholm de

premiere espece.

14
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2.2.3 Systéme d’équations intégrales de Volterra

Définition 2.2.5 Soit I = [a,b] un intervalle borné et fermé de R.(compact)
Les systémes d’équations intégrales de Volterra est un cas particulier des systémes d’équations

intégrales de Fredholm

e On appel systéeme d’équations intégrales de Volterra du deuxiéme espéce, un systéme

de la forme
U(r) = Fz) + A[K (2, U (1)dt (2.2.6)
o AeR et
Ulx) = [wx)], i=1, ..., n.
F(x) = [filz)],i=1, ..., n.
K(z, t) = lkij(z, t)], 4, j=1, ..., n

Si F(x) =0 le systéme d’équations intégrales (2.2.6) devient :
U(x) = A[K(z,t)U(t)dt (2.2.7)
Est apellé systéme d’équations intégrales homogéne de volterra de seconde espéce.

o On appel systéme d’équations intégrales linéaires non homogéne de volterra de premier

espéce un systéme d’équations de la forme

MK (2, 0)U(0)dt = F(x) (2.2.8)

Si F'(z) = 0 ce systéme d’équations est est apellé systéme d’équations intégrales homogéne

de volterra de premiére espéce.

2.3 Méthodes d’approximation pour les équations in-
tégrales

Un grand nombre de méthodes fondées sur des principes différents ont été proposées et
sont pratiquement utilisées pour la résolution numérique des systeémes d’équations inté-
grales. Dans cette partie on donne quelques méthodes d’approximation pour la résolution

des équations intégrales.
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2.3.1 Meéthodes de projection

Définition 2.3.1 Soit X un espace vectoriel normé, et U un sous espace de X. Un opéra-
teur borné

P: X —Y est appelé projecteur s’il vérifie :

Vue U, Pu=wv, veyY (2.3.1)

Définition 2.3.2 (Méthodes de projection)
On se donne X etY deux espaces de Banach, ainsi que A : X — Y un opérateur borné

injectif. Pour f € A(x) CY , on cherche a approcher la solution du probléme:

trouver u € X tel que Au = f (2.3.2)

Pour se faire, on se donne une suite de sous espaces vectoriels X, C X etY, C Y de
dimension finie n, ainsi que des projecteurs B, : Y — Y.

On consideére le probléme approché :

trouver u,, € X,, tel que P,Au, = P,f (2.3.3)

Cette méthode de projection est dite convergente s’il existe un rang ny a partir duquel
pour tout f € A(X), l’équation approché (2.3.3) admet une unique solution u, € X, et
que cette solution converge vers la solution u de (2.3.2), i.e u, — u $i N — +00.
Cette condition de convergence peut s’exprimer simplement en fonction de l’opérateur
A, =PA: X, —Y,.

Elle signifie simplement qu’a partir d’un certain rang, cet opérateur est inversible, et que

de plus, on a une convergence ponctuelle

AP, f) = AP, (Au)) = (P,A)™" P,Au — u (2.3.4)

n—-—aoo
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2.3.2 Meéthode de collocation

Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a la résolution approchée

de 'opérateur

u— Au=f (2.3.5)

Elle consiste a chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie,
en exigeant que l’équation (2.3.5) soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points appelés
points de collocation.

En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces X,, C X,n > 1 de dimension
finie, généralement des sous espaces de C(G) ou de L*(G). Soit {ty,...,1,} une base de

X,,. On cherche une fonction u,, € X,,, de la forme

Up () = Z ety (z) v €G (2.3.6)

Pour déterminer les coefficients (c;), en substituant cette fonction dans I’équation (2.3.5),

et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ot le résidu

R.(z) = wuu(z) —gK(a:,t)un(t)dt — f(#) (2.3.7)
- jzlcj { Y;(x) —gK(x,t)wj(t)dt } — flx),z € G

soit nul sur un systéme de noeuds z1, xs, ..., x, € G, (i.e, aux points de collocation)

Ce qui conduit systématiquement & la résolution du systéme linéaire

n

> { (i) — [ K (w3, 8)0;(t)dt }cj = f(z;), i=1,2,..,n (2.3.8)
G

j=1
de la forme ¥, X = f,,. Evidement, ce systéme admet une solution unique si le det ¥,,
est

non nul, ce qui dépend d’ailleurs du choix des points de collocation.
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2.3.3 Meéthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est semblable & la précédente, sauf qu’elle demande des conditions
optimales pour les fonctions u, € X,,. Plutot que rechercher 'orthogonalité avec ’espace
transformé )/(\n, on demande simplement 1'orthogonalité avec ’espace X,,. Si on note P,
I'opérateur de projection sur X,,, ces conditions se traduisent simplement par la projection

de I’équation (2.3.5):

Up — PyAu, = P, f (2.3.9)

On peut expliciter les équations obtenues sur notre base v; de X, :

Vi € (1, n}, (G — fru) =0 (2.3.10)

— Vie{l,...,n}, ,(u, — Au, — f,v;) =0

En recherche u,, par l'intermédiaire d’une combinaison linéaire comme en (2.3.9), ces

équations se traduisent par le systeme :

@1,U1> @n,’dl) 051 <f7U1>

<a17 U1> U <a’m U1> 7 <f7 un>

2.3.4 Meéthode de Petrov-Galerkin

Il s’agit d’'une méthode essentiellement Hilbertienne, c’est a dire qu’elle met en jeu la pro-
jection de notre équation dans un sous espace de dimension finie. Pour ce faire, soit X
un espace d’Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.) on se donne une suite de sous espace
X, C X de dimension finie. Soit {1y, ...,%, } une base orthonormale de X,,, on cherche une
fonction u,, € X,, de la forme (2.3.6) proche de la solution exacte du probléme original.

Donc pour le probléme (2.3.5), I'idée est de minimiser Ierreur

n

r= Y (I — A, — f (2.3.11)

i=1
d’ott on impose la condition d’orthogonalité suivante
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(Tn, ;) = <Zci(f—,4)¢i —f ,¢j> =0, j=1,..n

=1

ce qui implique

<ZC’LI sz7w>_<fawj>:()a j:17"'an
i=1

ou

anci{<¢i7¢j>_<A¢i7¢j>}:<f,¢j>, j=1..n

Ainsi, on obtient le systéme linéaire

;=Y (A, )y = (f),  j=1..n
=1

19
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Chapitre 3

Résolution numérique des systémes

d’équations integrales

L’objectif de ce chapitre est de trouver une solution approchée des systéme d’équations
intégrales de Fredholm et de Volterra de 2°¢ espéce par deux méthodes : Colocation et

Galerkine en utilisant les polynémes de Legendre.

3.1 Reésolution numérique des systémes d’équations in-

tégrales par la méthode de collocation

Dans cette partie, nous cherchons une approximation numérique du systéme d’équations

intégrales de Fredholm et de Volterra par la méthode de Collocation,

3.1.1 Aproximation numérique des systémes d’équations intégrales

de Fredholm
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Considérons le systéme d’équations intégrales de Fredholm suivant :

U(z) =F(z) + A /bK(:L', t)U(t)dt, (3.1.1)

ot AeER et z€la,b] ,

U(z) = [w(z)], i=1, ..., n, (3.1.2)
F(x) = [fi(z)], i=1, ..., n,
K(z, t) = [kij(z,t)], 4, j=1, ..., n

Ou f;(x) des fonctions continues dans [a,b], k; ;(z,t) des fonctions continues V(z,t) €
la; b]%. Nous convertissons ce systéme des équation en systéme des équations linéaires. Pour
ce résultat nous avons besoin de quelques fonctions de base pour estimes la solution de
systeme d’équations intégrales. De sort que, nous choisissons des polynéomes de Legendre
comme les fonctions de base.

Nous appliquons la méthode de collocation pour convertir 1’équation (3.1.1) en un sys-
téme algébrique d’équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polynoémes de

Legendre, nous approximons w;(z), tel que

T) ch-kLk,l(x), (3.1.3)

Ou Ly(x) est le ki*me  polynémes de Legendre et c;;, sont des coefficients inconnus
qui sont déterminés en résolvant le systéme algébrique d’équations linéaires AX = b. En

substituant la relation (3.1.3)dans(3.1.2), nous avons

Z Cszk 1 Z(l’) + A Z fab kw’(l’, t) 221:1 CjkLk_l(t)dt,
=1

k=1
1=1,2,.....n

Nous choisissons des points de collocation tels que

(b —
T, =a +u, 1=1,2, ..., m,
m

qui sont équidistants, et définissons le systéme d’équations résiduelles par :
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Ri(z) =Y culpoi(z) = filz) = AD L, S ki, 1) Sy cinLpa ()t
k=1
Ensuite, en imposant les conditions
RZ'(SC]‘):O, 2':1,2,...,71, j:1,2,...,m,

(Ou z; sont des points de collocation) au systéme d’équations résiduelles, on déduit un
systéme algébrique d’équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2 nous avons

Fi@) + X [P ke, Dug()de+ X [ ko(z, tus(t)dt,
Fo@) A [V keon (2, tyur (8)dt + N [7 Eoga (2, t)us(t)d,

qui, aprés discrétisation, on obtient un systéme algébrique d’équations linéaires AX = b

u(x)

uz(x)

donné comme suit

A = (ai]‘), 7;, j:1,2, ceey 2m,
b= [fi(z1), fil@a), ..., filzw), fo21), folza), ..., folwm)]
X = [0117 C12, ---, Cim, C21, C22, ..., CQm]TJ

avec
(
b 1 = 1; 2; ceem
Lj 1) = A [ kna (i, t)Ljoa(t)dt,
j = ]_7 2’ DY 7m
b 1=1;2;---;m
_fa klg(xi, t)Lj,mfl(t)dt, )
j=m+1;---:2m
aij =

t=m+1;---;2m

—fab ko1 (Ti—m, t)L;j—1(t)dt,
J=12--5m

t=m+1;---;2m
L p1(ximm) — >\fab koo (Ti—m, t)Lj_pm—1(t)dt,

j=m-+1;---:2m
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3.1.2 Aproximation Numérique de systéme d’équations intégrales

de Volterra

Considérons le systéme d’équations intégrales linéaires de Volterra suivant :

U(z) =F(z) + )\/K(x, tyu(t)dt, (3.1.4)

U(z) = [w(x)], i=1,...,n, (3.1.5)
Fz) = [filx)], i=1....n,
K(z, t) = [kij(z, t)], 14, j=1, . n

Nous appliquons la méthode de collocation pour convertir I’équation (3.1.4) en un sys-
téme algébrique d’équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polynoémes de

Legendre, nous approximons u;(x), tel que

m

wi(z) 2> e Ly (), (3.1.6)

k=1

Ou Ly (x) est le ki®me polynémes de Legendre et ¢;;, sont des coefficients inconnus qui sont
déterminés en résolvant le systéme algébrique d’équations linéaires AX = b. En substituant

la relation (3.1.6) dans (3.1.4), nous avons

D cnLioa(z) = fix) + A [T ki, £) Y5 ceLe-a(t)dt,
k=1 =1
i=1,2,...n

Nous choisissons des points de collocation tels que

Qui sont équidistants, et définissons le systéme d’équations résiduelles par :
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Ri(w) =Y calpa(z) = fi(x) = A0, [, kil 6) 3000, el (8t
k=1
Ensuite, en imposant les conditions
Ri(l'j):(),i:l,Q,...,n, j:1,2,...,m,

(Ou z; sont des points de collocation) au systéme d’équations résiduelles, on déduit un
systéme algébrique d’équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2 nous avons

Ul(ZL‘) = fl(fL‘) + A fax k’ll(l’, t)u1 (t)dt + A fax k12($7 t)UQ(t)dt,
us(z) = fo() + A [ kar(z, )yur(t)dt + X [ koo (, t)us(t)dt,
qui, apres discrétisation, un systéme algébrique d’équations linéaires AX = b est calculée

comme suit

A = (a,-j), i, j:1,2, ey 2m,
T
b = [fl(‘rl)a fl(xZ)u veey fl(*rm)v f2(‘rl)7 f2<I2), ey fg(ﬂfm)] 9
X = [011, C12, ..., Cim, Co1, C22, ..., sz]T,
Nous obtenons le
(
i =12 5m
Lica(zi) = X[ kya (2, t) Ly (t)dt,
J=120m
1=1;2; ;m

= AT kg (@i, t) L1 (t)d,
j=m+1;---;2m

t=m-+1;---;2m

_)\faﬂﬂi—m k21 (.Z'i,m, t) Lj,1 (t)dt,

— i1=m+1;---;2m
Liom1(Tiem) — )\fa Koo (i, t)Lj—m—l(t)dtu .
J=m+1---:;2m
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3.2 Résolution des systémes d’équations integrales par

la méthode de Galerkin

Dans cette partie, nous voulons obtenir une approximation numérique de systéme d’équations

intégrales de Fredholm et de Volterra par la méthode de Galerkin,

3.2.1 Aproximation Numérique de Systéme d’équations intégrales

de Fredholm

Considérons le systéme d’équations intégrales de Fredholm suivant :

U(z) = F(z) + A / bK(:zc, t) U(t)dt (3.2.1)

ou NeR et z€la,b] et

Ul) = [w)],i=1, ..., n. (3.2.2)
F(z) = [filx),i=1, ..., n.
K(z, t) = [kij(z, V)], i, 7=1, ..., n

Ou f;(z) des fonction continue dans [a,b], k;;(z,t) des fonctions continue V(xz,t) €
[a; b]*>.Nous convertissons ce systéme des équation en systéme des équations linéaires. Pour
ce résultat, nous avons besoin de quelques fonctions de base pour estimes la solution de
systeme d’équations intégrales. De sort que, nous choisissons des polynomes de Legendre
comme les fonctions de base.

Nous appliquons la méthode de Galerkin pour convertir le systéme (3.2.1) en un systéme
algébrique d’équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polynémes de Legendre,
nous approximons w;(z), tel que

m

w;i(r) = ZcikLk_l(x), (3.2.3)

k=1
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Ou Ly (z) est le k¢ polynomes de Legendre et ¢, , i = 0,1,...,n. k= 1,2,...,m. sont
des coefficients inconnus qui sont déterminés en résolvant le systéme algébrique d’équations

linéaires AX = b. En substituant la relation (3.2.3) dans (3.2.1), nous obtenons

S el a(x) = fil@) + A [ Zwaz%Lk (t)dt

k=1

Zcszk 1 )\f K“ T t)ZCszk 1( dt— )\f Z KZJ<JI t)ZCJkLk 1( )dt = f,(l‘)

k=1 i#j=1

écm [kal(iﬂ) - )\f;Kii(:C,t)qu(t)dt} - )\#il I:i:cjk [f;Kij(x,t)Lk,l(t)dt] = fi(x)
(3.2.4)

En multipliant les deux cotés de (3.2.4) par L, 1, p = 1,2,...,m et puis en intégrant

de a & b, nous obtenons :

kilcik / b [Lica (@) = MK t) Lior (0] Ly ()

X e S [ [P K@, t) Ly ()dt| Ly (2)da = [ fi(2) Ly (z)da

j#i k=1

avec 1,)=1,2,...n et k,p=12.....m

On déduit un systéme algébrique d’équations linéaires AX = b.

A :/b [Lk () AL R DL (0t - A S [ Koy )Lt )dt] L, 1(x)dz,

i#j =1
i,j:l,..,n. kyp:l"_’m
= fab fi(z) Ly (x)d, 1=1,..,n. p=1,..m
XZ :(Cik)7 i=1,..,n. ]{}:1"”777’1,'

Par exemple, pour n = 2

ur(z) = ful@) + A [ kn(z, O (t)dt + kio(z, tyus(t)dt
us(2) = folw) + N [V kar (2, )us (£)dt + kag(x, tyus(t)dt
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m m

uy () = chkLk_l(a:), et wup(x) = Zc%Lk_l(a:),

k=1 k=1

Xm:clk { / |Lia(@) = M KLy (] L, } AZC% { / [ KLy (8] Lp_l(x)dx}

k=1

= [? fu(@) Ly (2)de

Y g Ck [ / ’ [ JP Koy L (t )dt] dm} +Z Cok { / ’ [kal(x) .\ f;ngLk,l(t)dt} Ly (w)dx}

a

= [V fo(a) Lyr (2)dz

Qui, aprés discrétisation, se réduit & un systéme algébrique d’équations linéaires AX = b
comme suit :

(aj), i, 7=1,2, ..., 2m.

A=
T
X = [011, C12, ..., Cim, C21, C22, ..., sz] .

b— ff fa( )dx
f: fa( T 7
ff fa( z

17 fo(@) Lo () da

Nous obtenons
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b b =12 5m
fa |:Lj_1(l’) — )\fa k/’u(x,t)[/j_l(t)dt} Li_l(l’) dl’,

J=12-5m

1=1;2;---;m

_)\fab |:f: kl?(xvt)Lj—m—l(t)dt] Li_l(ﬂf) di‘,
Jj=m+1;---;2m
=m+1;---;2
_)\ f; |:f; kQI(x)t)Ljfl(t>dti| Lifm—l(x) d$, (4 m m
7=12---;m

t=m-+1;---;2m

fab [Lj—m—l(«f) — )\f; kgg((lf,t)[zj_m_l(t)dt] Li—m—l(x) dz

\ j=m+1;---;2m

3.2.2 Aproximation Numérique des systéme d’équations intégrales

de Volterra

Considérons le systéeme d’équations intégrales de Volterra suivant :

Ulx) = F(x) + A / K 1) Ut (3.2.5)

ou NeR et z€la,b] et

Ul) = [w()],i=1, ..., n. (3.2.6)
F(z) = [fi(x)],i=1, ..., n.
Kz, t) = [kij(z, t)], i j=1, ..., n

Nous appliquons la méthode de Galerkin pour transformer le systéme (3.2.5) en un
systéeme algébrique d’équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polyndémes de

Legendre, nous approximons w;(z), tel que
u;(x) = Zc,-kLk_l(x), (3.2.7)
k=1

Ou Ly(z) est le k™ polynomes de Legendre et ¢, i=0,1,...n. k=1,2,... m.
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sont des coefficients inconnus qui sont déterminés en résolvant le systéme algébrique

d’équations linéaires AX = b. En substituant la relation (3.2.7) dans (3.2.5), nous obtenons

Zczk L ( / ZKia’(fE»t)éCjk Ly (t)dt = fi(z)

S e L1 / Kii(x,t) Zcszk L(H)dt — A / Z Kij(x,1) chkLk {(H)dt = fi(z)

k=1 @ £i =1

zcm [Li1(x) = N[ Ki(a, t) L1 (t)dt] — A Z chJk [T Kij(a, ) L1 (t)dt] = fi(w)
i (3.2.8)

En multipliant les deux c6tés de (3.2.8) par L, 1, p=1,2,...,n et puis en intégrant

les deux cotés de a & b, nous obtenons :

kilcik fab [Lk 1 )\f Kii(z,t) L4 (t )dt} L, 1(x)dx

—AY S [P 2Ky, ) Ly (8)dt] Ly (2)dz = [7 fi(w) Ly (x)dz

j#i k=1
ou,7,7=12,...n et k,p=12,....,m.

on déduit un systéme algébrique d’équations linéaires AX = b.

b
Ajj :/ [Lk (@) = AT K, t) Ly (t)dt — X Z [7Kj(2,t) Ly (t)dt | Ly (z)d,
@ i#j =1

1,7 =1,..,n. kE,p=1,..,m

Par exemple, pour n = 2

U1<J]) + A fax l{ill(l’, t)u1 (t)dt + A fam k’u(l’, t)UQ(t)dt = f1 (l’)
up () + A [ ko (2, Our(O)dt + X [ koo, t)us(t)dt = fo()
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uy () = chkLk_l(x), et ug(z) = ZCQkLk_l(x),
k=1 k=1
m b m b
S e { / (Lo () — A KLy (£)dt] L,,_1<x)dx] A e { / ([ Kua L (£)d] Lp_l@c)dx]

_ / @)Ly ()

— Aiqk { /a ’ [ Ko L1 (t)dt] Ly, 1(:c)dx] +§ Cok { / b [Li—1(z) = N [P Kos L1 (t)dt] L, l(x)dx]
= [ poity e
pk=1,2,3

qui est un systéme d’équations linéaires AX = b o :

A = (CLZ‘]'), ’L., j:1,2, ey Qm,

T
= [011, €12, ..., Cim, Co1, C22, ..., C2m] )

2 fu(z) Lo(a)dz
12 (@) Ly (2)de

[? fi(@) Ly (z)da
I fo() Lo(z)dx
12 fol@) Ly (z)dz

f; fo(z) Ly—1(x)dx
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b z =12 5m
fa [Lj_l(I> -+ )\fa kll(.l',t)Lj_l(t)dt] Li_l(l’) dz y

J=120m

1=1;2;---;m

ff [)\ fax k12($7t)Lj_m_1(t)dﬂ Li_l(flf) dx s
j=m+1;---;2m
=m+1;--- ;2
fab |:)\ faw kzl(x,t>[1j,1(t>dt:| Li,m,1($) dx s ! " "
J=12-5m
=m+1;--- ;2
ff [Lj—m—l(x) + )\fax kgg(l’,t)[zj_m_l(t)dt ] Li—m—l(x) dz ! " "
J=m+1;---;2m
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3.3 Exemples

Résolution numérique de quelques exemples des systemes d’équations intégrales

de fredholm :

Exemple 1.

[15]

Soit le systeme des equations intégrales de Fredholme suivant

ou les solutions exactes sont données par :

2er — 1 [N Lemtuy (1) + tua(t))dt,
r— 2?4 [i (2% tuy (1) — zus(t))dt

ur(z) = e* et ug(x) =

La solutions approchée (1, u2) de la solution exacte (u,us) est obtenu par la résolution

du systéme d’équations linéaires AX =b pour m = 10

Uq U2
x; || ui_exct | err_colocat || err Galerk | us exct | err colocat || err Galerk
0.0 || 1.00000 || 1.643344e-04 || 1.894077e-03 | 0.00000 | 2.320894e-05 || 2.641116e-16
0.2 || 1.22140 || 1.708060e-04 || 4.726589%¢-04 | 0.20000 | 5.186709e-05 || 1.110223e-16
0.4 || 1.49182 || 1.756957e-04 | 2.369823e-04 | 0.40000 | 5.475073e-05 || 5.551115e-17
0.6 || 1.82212 || 1.791317e-04 || 2.670545e-04 | 0.60000 | 3.185988e-05 || 3.330669¢e-16
0.8 || 2.22554 || 1.812520e-04 || 4.783397e-04 | 0.80000 | 1.680547e-05 || 6.661338e-16
1.0 || 2.71828 || 1.822043e-04 || 2.015983e-03 || 1.00000 || 9.124532e-05 || 1.110223e-15

Tableau 3.3.1 :Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et 1'erreure de la

methode de Galerkin de 'exemple 1 pour m = 10
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Figure 3.3.1 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I'exemple 1

pour n = 10

Exemple 2. [15]

uy () = fo + 54+ fol T (uy (1) 4 ug(t))dt,
ug(z) = 22 — B 41+ [ wt(u(t) + ua(t))dt,
ot les solutions exactes sont données par : uy(z) =1+ et us(z) =1+ 22

La solution approchée de (a1, @) de la solution exacte (ug,us) est obtenue par la réso-

lution du systéme d’équations linéaires AX = b pour m = 10
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(7 Us
x; || up_exct || err__colocat err _Galerkin || uy_exct || err__colocat err _Galerkin
0.0 || 1.00000 || 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 | 1.00000 || 0.000000e+00 | 0.000000e+-00
0.2 || 1.20000 || 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 | 1.04000 || 0.000000e+00 | 0.000000e+-00
0.4 || 1.40000 || 0.000000e+00 | 0.000000e+00 | 1.16000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00
0.6 | 1.60000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00 | 1.36000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00
0.8 || 1.80000 || 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 | 1.64000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+-00
1.0 || 2.00000 || 0.000000e+4-00 | 0.000000e-+00 || 2.00000 | 0.000000e+00 || 0.000000e+00

Tableau 3.3.2 : Comparaison entre ’erreur de la methode de collocation et I'erreur de

la methode de Galerkin de I'exemple 2 pour m = 10
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Figure 3.3.2 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I'exemple 2

pour n = 10
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Exemple 3. [15]

ol les solutions exactes sont données par : uy(z) = 23 + 2z et uy(z) =2

ui(z) = =8 420 4 a2 4 od 1 [1(262 — 22) (u (£) + ual(t))dt,
up(w) = — Lo — 22 o (1302 (uy () + us(t))dt,

z
3

La solution approchée de (1, U2) de la solution exacte (uy, us) est obtenu par la résolution

du systéme d’équations linéaires AX = b pour m = 10

Uq Uz

x; || wi_exct || err_colocat err _Galerkin || us_exct || err_colocat err _Galerkin
0.0 | 0.00000 || 0.000000e+00 | 0.000000e+00 | 0.00000 || 0.000000e+-00 || 0.000000e+00
0.2 | 0.40800 | 5.551115e-17 | 5.551115e-17 | -0.02667 || 1.387779e-17 || 1.387779e-17
0.4 || 0.86400 | 0.000000e+00 || 0.000000e+00 | 0.02667 | 2.775558e-17 | 2.775558e-17
0.6 | 1.41600 | 2.220446e-16 | 2.220446e-16 0.16000 || 2.775558e-17 || 2.775558e-17
0.8 || 2.11200 || 8.881784e-16 || 8.881784e-16 0.37333 || 1.665335e-16 || 1.665335e-16
1.0 || 3.00000 | 4.440892e-16 | 4.440892¢-16 0.66667 || 1.110223e-16 || 1.110223e-16

Tableau 3.3.3 :

Comparaison entre ’erreur de la methode de collocation et I'erreur de la

methode de Galerkin de 'exemple 3 pour m = 10
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Figure 3.3.3 : Comparaison entre les solutions aprochés et la solution exacte de I'exemple

3 pour n =10

Résolution numérique de quelques exemples de systeme d’équations inté-

grales de Volterra :

Exemple 4. [14]

u(z) = —3a0° — Ja* + 328 + o + /(ac2 — 1) (ur(t) + ua(t))dt,

0
T

us(z) = —at — 18 + 2t + /x(ul(t) + ug(t))dt,

\ 0

ou les solutions exactes sont données par : ui(z) = = et up(z) = 22
La solution approché de (i1, @) de la solution exacte (uy, us) est obtenu par la résolution

du systéme d’équations linéaires AX =b pour m = 10
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Uy Us

x; || up_exct || err_colocat | err Galerkin || us_exct | err colocat | err Galerkin
0.0 || 0.00000 | 1.408161e-16 || 0.000000e+00 || 0.00000 | 2.775558e-16 | 0.000000e+00
0.2 | 0.20000 | 3.330669e-16 || 0.000000e4-00 || 0.04000 | 1.387779e-16 || 2.775558e-17

0.4 | 0.40000 || 5.551115e-17 || 0.000000e+00 || 0.16000 | 1.110223e-16 | 0.000000e+00
0.6 || 0.60000 | 1.110223e-16 || 0.000000e+00 || 0.36000 | 2.220446e-16 || 0.000000e+00
0.8 || 0.80000 | 3.330669¢-16 || 0.000000e+00 || 0.64000 | 1.110223e-16 || 0.000000e+00
1.0 || 1.00000 || 5.551115e-16 || 0.000000e+00 || 1.00000 || 4.440892e-16 | 0.000000e+00

Tableau 3.3.4 :

0.8
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0.4

0.2

0.5

-0.5

Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et ’erreure de

la methode de Galerkin de I'exemple 4 pour m = 10
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T
u2 bt
*/*/* Sol.Exact
¥ Sol.Galer
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xTr

Figure 3.3.4 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple 4

pour n = 10
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Exemple 5. [14]

(

\

T

0

T

0

uy(z) = 2sin(x) + z(sin*(x) + €*) — /e”tul(t)dt -

T

0

uy(z) = cosh(x) + xsin(z) — /e””_tul(t)dt - /cos(t — x)us(t))dt,

/3: cos(t)us(t))dt,

ou les solutions exactes sont données par : u;(z) = e * et uy(x) = 2sin(z).

La solution approché de (14, @iz) de la solution exacte (u1,us) est obtenu par la résolution

du systéme d’équations linéaires AX = b pour m = 10

Uq U2

x; || wi_exct | err_colocat || err Galerkin || us exct || err colocat | err Galerkin
0.0 | 1.00000 | 1.998401e-15 || 0.000000e+-00 || 0.00000 | 1.068590e-15 | 0.000000e+00
0.2 || 0.81873 || 8.881784e-15 || 5.551115e-17 || 0.39734 || 4.163336e-15 || 1.387779e-17
0.4 || 0.67032 | 7.105427e-15 || 0.000000e+00 || 0.77884 | 9.992007e-16 || 2.775558e-17
0.6 | 0.54881 || 4.662937e-15 || 2.220446e-16 1.12928 || 2.220446e-16 | 2.775558e-17
0.8 | 0.44933 || 1.609823e-15 || 8.881784e-16 1.43471 || 6.661338e-16 | 1.665335e-16
1.0 || 0.36788 || 1.199041e-14 || 4.440892e-16 1.68294 || 2.953193e-14 || 1.110223e-16

Tableau 3.3.5 : Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et 'erreure de

la methode de Galerkin de I'exemple 5 pour m = 10
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Figure 3.3.5 : Comparaison entre la solution aprochée et la solution exacte de ’exemple 5

pour n = 10
Exemple 6. [14]
u () = —3a* — 32 + 22 + 1+ /(:c — t)3uy (t)dt + /(x — 1)2uy(t)dt
0 T 0 T
up(z) = —pga’ — g2 — gt —ad 4+ + 1+ /(x — )4y (t)dt + /(x — t)3uy(t)dt
\ 0 0

ot les solutions exactes sont : uy(x) = 2% + 1 et us(z) = 1+ 2 — 23

La solution approché de (u, 2) de la solution exacte (u1,us) est obtenu par la solution

du systéme d’équations linéaires AX = b pour m = 10
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Uy Us

x; || ur_exct || err__colocat err _Galerkin || uy_exct || err_colocat | err Galerkin
0.0 | 1.00000 || 4.440892e-16 | 0.000000e+00 | 1.00000 || 2.886580e-15 || 0.000000e+-00
0.2 | 1.04000 | 2.220446e-16 | 0.000000e+00 | 1.19200 || 4.440892e-16 || 2.220446e-16
0.4 || 1.16000 | 2.220446e-16 | 0.000000e+00 | 1.33600 || 2.220446e-16 || 2.220446¢-16
0.6 | 1.36000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00 | 1.38400 || 6.661338e-16 || 0.000000e+-00
0.8 | 1.64000 || 4.440892e-16 | 0.000000e+00 | 1.28800 || 4.440892¢-16 || 2.220446e-16
1.0 || 2.00000 || 4.440892e-16 || 0.000000e4-00 || 1.00000 | 2.664535e-15 || 0.000000e+00

Tableau 3.3.6 : Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et ’erreure de

la methode de Galerkin de I'exemple 6 pour m = 10
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Figure 3.3.6 : Comparaison entre la solution aprochée et la solution exacte de ’exemple 6

pour n = 10
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Chapitre 4

Résolution numérique des systémes

d’équations intégro-différentielles.

L’objectif de ce chapitre est la recherche des solutions approchées des systémes d’équations
intégro-différentielles de Fredholm et de Volterra de 2°"¢ espéce par les deux méthodes
utilisées auparavant dans le chapitre 3, a savoir la méthode de collocation et la méthode de
Galerkine en utilisent les polynomes de Legendre. On termine ce chapitre par des exemples
ullistratifs, en comparant pour chaque exemple la solution exacte avec la solution approchée

pour les deux méthodes.

4.1 Reésolution des systémes d’équations intégro-différentielles
par la méthode de Collocation

Dans cette partie, nous donnons une approximation numérique des systémes d’équations

intégro-différentielles de Fredholm et de Volterra par la méthode de Collocation,

4.1.1 Aproximation numérique des systémes d’équations intégro-

différentielles de Fredholm

- Considérons le systéme d’équations Intégro-différentielles de Fredholm suivant :
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(@)U () + BV (2) + 1(2)U(x) — A / K(z, )U(#)dt = F(z). (41.1)

avec A€ R et z€la,b ,

Ou f;(z) sont des fonctions continues dans [a, b], k; j(x,t) sont des fonctions continues
V(z,t) € [a;b]*. Nous transformons ce systéme d’équations en un systéme d’équations
linéaires. Pour cela nous avons besoin de quelques fonctions de base pour estimer la solution
du systeme d’équations intégro-différentielles. De sort que, nous choisissons des polynoémes
de Legendre comme les fonctions de base.

Nous appliquons la méthode de collocation pour transformer I’équation (4.1.1) en un
systéme algébrique d’équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polyndémes de

Legendre, posons

ui(zr) = ZcikLk_l(a:), (4.1.2)

uj(e) = Y el y(x), (4.1.3)
uf(z) = Y eali y(x), (4.1.4)
k=1

Ou Li(z) est le k¢ polynomes de Legendre et c¢;, sont des coefficients inconnus
qui sont déterminés en résolvant le systéme algébrique d’équations linéaires AX = b. En

substituant les relations (4.1.2),(4.1.3) et (4.1.4) dans (4.1.1), nous obtenons
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m m

CikLy_y () +7y(2) Y- cinLip—1()
=1 k=1

a(x) f: Ll +(x) + B(a)]

X Kot e laca (Bt = fi()
é i o) Yy (@) + B0) Dy (2) + () L () = A2 K, ) L (1)t
— A= écﬂc [fasz’j (, t)Lk—l(t)dt} = fi(z)

Nous choisissons des points de collocation tels que
i(b—a)

T, =a + ,t=1,2, ..., m,
m

qui sont équidistants, et définissons le systéme d’équations résiduelles par :

Ri(o) = 3 ca [a(@) L 1(0) + Ba) s ) + (@) s (@) = ALKl O Lica (0] £
_)\é é Eon [ [PK (e, t)Lk_l(t)dt]

Ensuite, en imposant les conditions
Ri(z;)=0,i=1,2, ..., n, et j=1,2, ..., m,

(Ou z; sont des points de collocation) au systéme d’équations résiduelles, on déduit un

systéme algébrique d’équations linéaires AX = b. avec les conditions initiales suivantes

m m

uia) =Y enlia(a) =ai,  ui(a) =) enly () =b  i=12, ..., n,

k=1 k=1

on déduit un systéme algébrique d’équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n =2 nous avons

(@) +y(@)ur (z) = fo(@) + A [7 (@, t)un (£)dt + Ko (2, t)us (£)dt
(@) + y(@)us(x) = fol@) + A [7 Koy (@, t)uy (£)dt + Koo (@, t)us(¢)dt

(@) +y(@)ur (x) = A [V ki (@, tyur (£)dt — N [ ko (2, Byus(t)dt — fi(z) =0
(@) + (@) ug(x) = A [V ko (0, tyuy (8)dt — N [ koo (2, Byus(t)dt — fo(z) =0
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ug)(x) >N cskL,(Ql(m), avec s=1,2 etr=0,1,2
Ensuite, en imposant les conditions
Ry(xz;) =0, Ry(xz;) =0, avec j=1,2, ..., m,,

en obtien un systéme algébrique d’équations linéaires AX = b comme suit

A = (G,ij), i, j:1,2, ceey 2m,
b = [a17 blv fl(x?))a ) fl(ajm)? a27 627 f2($3) EIR) fZ(xm)]Ta
X = [011; C12, .-, Cim, C21, C22, ..., CZm]T7
Lo(a) ILi(a) -+ Lp_1(a) 0 0 e 0
Lo(a)  Ly(a) -+ Ly, 4(a) 0 0 S 0
A3,1 A3,2 e A3,m A3,m+1 A3,m+2 T A3,2m
ol P Am,l Am,2 o Am,m Am,m—f—l Am,m+2 T Am,2m
K 0 0 - 0 Lo(a)  Li(@) - Lyi(a)
0 o - 0 Ly(a) Li(a) -+ L, 4(a)
Am+3,1 Am+3,2 Tt Am+3,m Am+3,m+l Am+3,m+2 T Am+3,m+m
A2m,1 A2m,2 e A2m,m A2m,m+1 AQm,erZ e A2m,2m

44




Résolution numérique des systémes d’équations intégro-différentielles.

(

1=1
LJ—l(a’)7

J=12-5m
! 1 =2
Ljfl(a)a 19

o) LYy (w) + Bai) Ly (w:) + y(2i) L1 (2:)

- )\f: ki (i, t) L1 (t)dt,
J=L2-m

J=m-+1;---:2m

_)\fab Fia(zit) Lj—ma(t)dt { =3 5m

aij =

1=m+3;---;2m
—A fab ko1 (25—m—1,t)L;_1(t)dt , .

t=m+1
Lj—m—l(a) ’

Jj=m+1;---;2m

1=m+2
L;’—m—l(a’) )

Jg=m+1---;2m

A(Tim-1) L]y (Ticm1) + B(@imm—1) Ly 1 (Timm—1) + Y(@imm1)
1=m+1;.;2m

Li 1 (@imm—1) — )\fab koo (2i—pm—1,t) Lj_m_1(t)dt
j=m+1;;2m

4.1.2 Aproximation numérique des systémes d’équations intégro-

différentielles de Volterra

Considérons le systéme d’équations Intégro-différentielles de Volterra suivant :

a(zx)U"(z) 4+ B(x)U'(x) + v(2)U(z) — /\/ff K(z, t) U(t)dt = F(x). (4.1.5)

avec \€R et z€la,b].
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Nous appliquons la méthode de Colocation pour transformer I’équation (4.1.5) en un
systéme algébrique d’équations linéaires AX = b. Pour cela, en utilise des polyndémes de

Legendre, nous approximons w;(z), ui(x) et u}(x)tel que

wi(z) = Zcikl}k,l(aj), (4.1.6)

@) =Y enll (o), (17
k=1

uf(x) = Y ealiy(x), (4.1.8)
k=1

Ou Ly (z) est le k™ polynomes de Legendre et c;; sont des coefficients inconnus qui sont
déterminés en résolvant le systéme algébrique d’équations linéaires AX = b. En substituant

les relations (4.1.6),(4.1.7) et (4.1.8) dans (4.1.5), nous avons

a(x) i el (x) + B(z) i ey 1(x) + () i cLi1(7)

. / ) > Ko S culia(t)dt = fi(x)

écm [a(@) Ly, () + B(x) Lj,_y () + v(2) L1 (x) — N[ Ki(w,t) Ly () dt]
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A Y S [T Ky(e, ) Ly ()dt] = filx)

i#j =1F=1

Maintenant, nous choisissons des points de collocation tels que

Qui sont équidistants, et définissons le systéme d’équations résiduelles par :

Ri(x) = écik (@) LE_y (2) + B(2) Ly () + 7(2) Li-1(2) — A f, Kii(, ) Ly (t)dt] - fi(=)

A ) Soci L, K, t) Ly (t)dt ]

i#j =171
Ensuite, en imposant les conditions

Ri(z;)=0,i=1,2, ..., n, et j=1,2, ..., m,

(Ou z; sont des points de collocation) au systéme d’équations résiduelles, on déduit un

systéme algébrique d’équations linéaires AX = b. avec ces conditions initiales suivant :
m m
ui(a) = ZcikLk_l(a) =aq;, w;(a) = ZcikL;_l(a) =
k=1 k=1

on déduit un systéme algébrique d’équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2 nous avons

s
N—
_l_
=
8
S—
I~
s
)
SN—
I

4 Fi(@) + A [T kia (2, t)ug (8)dt + Ko (z, t)us(t)dt
a(z)uy(z) + Blz)uy(x) + y(@)uz(x) = folx) + X [ kar (2, t)ur (£)dE + koo (2, t)us(t)dt

V(@) + y(@)ur(z) = X [ ku(z, ug(8)dt — X [ ka(z, us(t)dt — fi(z) =0
afz)uy(x) + B(x)uh(x) + y(@)uz(x) — A [T kar (@, t)ur (B)dt — X [T koo, t)us(t)dt — fo(z) =0
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ug)(x) >N cskL,(Ql(m), avec s=1,2 etr=20,1,2

Ensuite, en imposant les conditions

Ry(xz;) =0, Ry(z;)=0, avec j=1,2, ..., m,

apres discrétisation, un systéme algébrique d’équations linéaires Ax = b comme suit

A = ((I,Z'j), i,j:1,2, cey 2TTI,,
b = [Cll, bla f1($3)7 R f1($m>7 Cl2, 627 f2($3) e fQ(meTa
X = [0117 C12, .-, Cim, C21, C22, ..., C2m]T7
Lo((l) Ll (CL) s Lm_l(CL) 0 0 tee 0
Lia) ILi(a) - Li_(a) 0 0 -0
A3,1 A3,2 T AS,m AS,erl A37m+2 e A3,2m
oil G = Am,l Am,2 e Am,m Am,m—i—l Am,m+2 T Am,Qm
Y 0 0 -0 Lo(a)  Li(a) - Lyi(a)
0 o - 0 Li(a) Li(a) -+ Li, 4(a)
Am+3,1 Am+3,2 e Am+3,m Am+3,m+1 Am+3,m+2 T Am+3,m+m
A2m,1 A2m,2 e A2m,m A2m,m+1 AZm,m-‘,—Q e A2m,2m
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(

Lj—l(a) )
J=12---1m
I Z -
Ljfl(a) )
J=12-m
o) LYy (23) + Blai) Ly (2:) + y(wi) L1 (x4)
° =35 5m
— A7 K (g, 1) Ly (2)dt,
j = 17 27 ... ’m
i=3:m

—A faw k/’lz(fll'i, t)LJ,m,1<t)dt s
J=m+1;---;2m

. t=m+3;--;2m
= [T kot (i1, t) L1 (t)dE

J=120m

t=m+1
Fammeala) = m 12

]:m ;...; m

1=m+2
L;’—m—l(a) )

J=m+1---;2m
(i) L]y (Tim—1) + B(@imm—1) L1 (Timm—1) + V(@imm1)
t=m+1;---;2m

Lim1(Timm—1) = A [ koo (@im—1,t) Lj_m—1(t)dt,
j=m-+1;---:2m

4.2 Reésolution des systémes d’équations Intégro-différentielles

par la méthode de Galerkin

Dans cette partie, nous cherchons une approximation numérique des systémes d’équations

intégro-différentielles de Fredholm et de Volterra par la méthode de Galerkin,

4.2.1 Aproximation Numeérique de Systéme d’équations intégro-

différentielles de Fredholm

- Considérons le systéme d’équations Intégro-différentielles de Fredholm suivant :
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() U (2) + BV (2) + 1(2)U(x) — A / K(z, )U(#)dt = F(x) (4.2.1)

oudeR et x€lab ,

Ou fi(z) sont des fonction continues dans [a,b], k;;(z,t) sont des fonctions contin-
ues V(z,t) € [a;b]>.Nous transformons ce systéme d’équation en un systéme d’équations
linéaires. Pour cela, nous choisissons les polynomes de legendre comme les fonctions de base
pour estimes la solution du systéme d’équations Intégro-différentielles. Nous appliquons
la méthode de Galerkin pour transformer le systéme (4.2.1) en un systéme algébrique

d’équations linéaires AX = b. posons

ui(z) = ZcikLk_l(a:), (4.2.2)
uj(e) = ) el (x), (4.2.3)

uf(z) = Y eali y(x), (4.2.4)

k=1
ol Li(x) est le k™ polynomes de Legendre et c;; sont des coefficients inconnus qui sont
déterminés en résolvant le systéme algébrique d’équations linéaires AX = b. En substituant

les relations (4.2.2),(4.2.3) et (4.2.4) dans (4.2.1), nous obtenons :

o(x) i e Ly (2) + B() i e Ly () + () i e Ly ()
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Résolution numérique des systémes d’équations intégro-différentielles.

) / > Kl X Lia () = £i)

Jj=1

kil Cit [ (@) Ly (2) + B(a) Ly (2) + (@) L (@) = Af, K, ) Dy (1)t

= icjk [ffKij(x7t)Lk—1<t>dt] = filz)  (4.2.5)

i#j =1F=1

En multipliant les deux cotés de (4.2.5) par L, —1,p = 1,2,...,n , puis en integre de a

) Y

a b, nous aurons :

b
/ [a(@) Ly () + B@) s () +7(0) Lioa(@) = ALKl ) Lioa(0)dt] Lyoa(w)d

NE

k=1

on déduit un systéme algébrique d’équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2,
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ug)(x) >N cskL,(Ql(m), avec s=1,2 etr=20,1,2

[ Sy [aliy + L + Ly = A [ ke, )L a(t)dt]
A o [T kaa(x, 1)Ly (8)dt = fi()
A e [ Fan (2, ) D1 ()t + S o
{aL',;,l +BLL 4 vLiey — A [ k(e t)Lk_l(t)dt} — fo(2)

(S en [ ) [a@) iy @) + B@) Ly (8) + (@) L (2) = A K D (e Ly (2)de |
A e [ I [ ijlng,l(t)dt] Lp,1<x)dx} = [" (@) Lps(2)da
=AY Cik [ff [ijmLk—l(t)dt} Lp_l(x)dx] + D iy Cok
[ I [a(m)Lg_l(x) + B(x) L, () + (@) Ly_1(z) — A ijmLk,l(mt] Lp,l(a;)dx]
\ = [ fa(@)Lp s (w)da

on obtient un systéme d’équations linéaires AX = b ou :

A = (ay), 4, j=1,2, ..., 2m,

= [011, €12, .-+, Cim, Co1, C22, ..., Com
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avec

h—
a2
b2

L()(Cl) Ll (a) mel(a)
L) Li(@) - L)
A371 Ag,z A3,m
Am,l Am,2 Am,m
0 0 0
0 0 0
Am—i—S,l Am+3,2 Am+3,m
A2m,1 A2m,2 AZm,m

0 0
0 0
Az mt1 Az 2
Apmm+1 Ammae
Lo(a) Li(a)
Lo(a) Ly(a)

Am+3,m+1 Am+37m+2

A2m,m+1 A2m,m+2
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4.2.2

(

1=1
Lj—l(CL)v 1.9

J =145 m
, 1=2
Lj—l(a’), 1.9

j: 7 ;...;m

J2 (@)L (@) + B@)Ly 1 (2) + (@) L1 () = AL KLy ()t

1=23;4;---;m
LZ‘_1<CL’)dI
1=1;2;---;m

_)\fab [fab kl?(x7t)Lj—m—l(t)dt} Li_l(l') dx ,
J=m+1;---;2m

t=m+1;---;2m

A [ I km(x,t)Lj,l(t)dt} Lo (@) dz |

j:l;z;-..;m
i=m+1
Lj—m—1<a> ) . 1 9
j:m ;...; m
i=m++2
L;—m—l(a) ’ . 1 9

J2 @@L 2 () B@)L (@) + (@) Lgmr (2) = A [ Koo )Ly
=m+3;- ;2
Li—p-1(z) dz e "
j=m+1;---;2m
Aproximation Numérique du systme d’équations intégro-

différentielles de Volterra

- Considérons le systéme d’équations intégrales de volterra suivant :

(@)U (@) + @)U (&) + 1(2)U () — A / K@, U@ = F(z) (4.2.6)

54



Résolution numérique des systémes d’équations intégro-différentielles.

oudeR et z€]a,b]

Y

En appliquons la méthode de Galerkin a 1’équation (4.2.6) on obtient un systéme al-

gébrique d’équations linéaires AX = b. En utilisant les polynomes de Legendre, on pose

ui(xr) = Zcikkal@j)v
=1

uj(x) = Y el (x),
=1

m
uj(@) = ) ceali(2),
k=1

(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.9)

ol Li(x) est le k™ polynomes de Legendre et c;; sont des coefficients inconnus qui sont

déterminés en résolvant le systéme algébrique d’équations linéaires AX = b. En substituant

les relations (4.2.7),(4.2.8),(4.2.9) dans (4.2.6), nous obtenons :

o(x) i e L (2) + B(x) i e Ly () + () i e Lo ()

AT Ky, ) i Lia(t)dt = fi(x)

éci’“ [a(@)Ly_y(2) + B(2) Lj_y (2) + (@) Ly—a () — A [, Kii(w, t) L1 (t)dt]
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—\ Z ;c]k [P Kij(z, t) Ly (t)dt] = fi(x)
e (4.2.10)

En multipliant les deux cotés de (4.2.10) par L, _1,p = 1,2, ...,n et en intégrant en de

a & b, on obtient :

kilcik/ l(z)Ly_y(z) + B(z) Ly, _y(z) + y(x) Ly—1(z) — N [T Kig(z,t) Ly_1(t)dt] Ly_q1(z)da

Y Z zcjk/ [[FKij(w,t) Ly—1 (t)dt] Lp_( da;—/ fil@) Ly 1 (x)dx

i#j =
telle que, 7,5 =1,2,...,n et k,p=1,2,....m

ui(a) = Z clp—1(a) =a; , u(a)= ZCikL;cA(a) = b;
k=1 k=1

on déduit un systéme algébrique d’équations linéaires AX = b.

Par exemple, pour n = 2

() + y(x)ur(x) = fi(z) + A fam ki1(z, t)uy(t)dt 4+ kia(x, t)us(t)dt
Y(@)ug(x) = folx) + A [ kar(z, )ur(t)dt + kaa(z, t)us(t)dt

S
~—
+

V) +y(@)u () = A [ ki (z, Ou(t)dt — N [ kio(z, t)us(t)dt = fi(z)
a(x)uy(x) + B(x)ub(z) + y(x)uz(z) — A fax ko (z, t)uq(t)dt — A ff kao(z, t)us(t)dt = fo(x)

ul) (x) =3, CskL;(f,)l(x), avec s=1,2 etr=20,1,2

( ZZ; Cik [a(x)L/kIA@)WLﬂ@)LZq( ) + 7 (2) Ly /\f ki (z, t)Ly_1(t )dﬂ
— )\Zkzl Con [1 kao(x, t)Ly—1(t)dt = fi(z)
=AYl ek f, Rz, ) Lo (8)dt + 3000, con
[a(@) Li_y () + B(2) Lj_y (2) + v(2) Li—a () = X [ kaa(, 8)Li—a(t)dt] = fo(2)

\
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(S e [ [0 L4 () + )L () 4@ s (2) — Af7 K Licr ()] Ly (2)da]
— AT e [ f) [ KasDa (0] Ly s(@)da] = [7 fi(2) Ly (2)da
AT e [ J2 [ Koy L (£)dt] Lp,l(a:)dx] +
| S e [ [P (@l + BLL 4 +YLiey — Af* Koy Ly (t)dt] Lp_l(g;)da;} = [ fo@)Lpr (z)da

p=12,....m

on obtient un systéme d’équations linéaires AX = b ou :

A = (ay), 4, j=1,2, ..., 2m,
_ T
= [011, C12, --., Cim, C21, C22, ..., C2m] )
avec
al
bl
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Lo(a)  Li(a)
Ly(a)  Li(a)
A3,1 A3,2
Am,l Am,2
0 0
0 0
Am+3 1 Am+3 2
AQm 1 AQm 2
LJ—l(a) )
Li_y(a)

I [ala) Ly (x)

2 ka2, ) Ly (B)dt] Li

+ B(x) L

X1 ko (2, 8) Ly (8)dt] Ly (z) do

Lj—m—l(a) )

L; —m— 1(&) )

J2 (@) LY () + B(x) L,y () +(2)

Ly-1(a) 0 0 0

L. (a) 0 0 0
As m Az i1 Az o Az om
Amm A1 Amm+2 Am,om

0 Lo(a) Ly(a) Ly1(a)

0 Ly(a) Ly(a) - Lpa(a)
Amism  Amtsm+1r Amizms2 Amt3m+m
Ao Aommtr Azmmt2 Agm.om

1=1
J=125m
1=2
J=15205m
(@) + (@) Lja(x) — N[ Ky Ly (t)dt]

Liy(z) da 1=3:4;---;m

J=120m
\(2) di | 1=1;2;---;m

j=m+1;---;2m
t=m+1;---;2m
J=1205m
1=m-+1
Jj=m+1;---;2m
t=m+2
Jj=m-+1;---;2m

Ljmm-1 =X [ kaa(,t)Lj_p 1()dt]
t=m-+3;---;2m

Lol j=m+1---;2m
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4.3 Exemples

Résolution numérique de quelques exemples de systeme d’équations intégro-
différentielies de fridholm :

Exemple 7. [18]

Soit le systeme des equations intégro-différentielies de Fredholme suivant

ol les solutions exactes sont données par : ui(z) = & +

et ug(z) = 2°—.%

T
2

La solutions approchée (41, i) de la solution exacte (u1,usz) est obtenu par la résolution

du systéme d’équations linéaires AX = b pour m = 10

U1 Uz
x; | wi_exct || err_colocat err_Galerk || us_exct || err_colocat err _Galerk
0.0 | 0.00000 || 0.000000e+00 | 0.000000e-+00 | 0.00000 | 0.000000e+-00 || 0.000000e+00
0.2 | 0.08667 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00 | -0.09200 || 2.775558e-17 | 2.775558e-17
0.4 | 0.21333 || 2.775558e-17 || 2.775558e-17 || -0.13600 || 2.775558e-17 || 2.775558e-17
0.6 || 0.38000 || 0.000000e+00 || 0.000000e+00 || -0.08400 || 2.775558e-17 || 2.775558e-17
0.8 | 0.58667 | 1.110223e-16 | 1.110223e-16 | 0.11200 || 5.551115e-17 | 5.551115e-17
1.0 || 0.83333 | 1.110223e-16 | 1.110223e-16 | 0.50000 | 5.551115e-17 | 5.551115e-17

Tableau 4.3.1 : Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et ’erreure de

la methode de Galerkin de I'exemple 7 pour m = 10
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U
l T T T T ‘
Sol.Exact %
%  Sol.Galer */
Sol.Coloca
>05f o 1
0*6 o L - 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xz
Ug
06 T T T T ‘
Sol.Ezact i
0.4 r ¥ Sol.Galer /A
Sol.Coloca -
> 02 / |
-0.2 ' ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

Figure 4.3.1 : Comparaison entre la solution approchés et la solution exacte de I'exemple 7

pour n = 10

Exemple 8. [12]

Soit le systeme des equations intégro-différentielies de Fredholme suivant

i (z) = e — 3+ [ (ua(t) + ua(t))dt,

up(x) = 2% 4+ 1 [P 4wy () — un(t))d,
1; u2(0) = 1;

g
=
—~
(=)
~—

Il

ol les solutions exactes sont sont données par : u;(x) = e* et uy(z) = .
La solution approchée (4, i2) de la solution exacte (uy, us) est obtenue par la résolution

du systéme des équations linéaires AX =b pour m = 10
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Uy Usg
x; uy_exct || err__colocat err _Galerk us__exct || err__colocat err_Galerk
0.00000 || 1.00000 || 0.000000e+-00 | 1.110223e-16 || 1.00000 | 0.000000e+-00 | 0.000000e+00
0.13863 | 1.14870 | 2.384892e-11 | 0.000000e+00 | 1.31951 | 1.971561e-10 | 5.129230e-13
0.27726 || 1.31951 | 4.762946e-11 | 4.440892e-16 | 1.74110 | 1.940692e-10 | 1.070699e-12
0.41589 || 1.51572 || 7.140999e-11 | 4.440892e-16 || 2.29740 || 1.904463e-10 | 1.120437e-12
0.55452 || 1.74110 | 9.519052e-11 | 0.000000e+00 || 3.03143 | 1.866600e-10 | 4.822809e-13
0.69315 | 2.00000 | 1.189693e-10 | 2.220446e-16 | 4.00000 | 1.783080e-10 | 0.000000e+00

Tabeau 4.3.2 : Comparaison entre I’erreure de la methode de colocation et ’erreure de la

methode de Galerkin de 'exemple 8 pour m = 10

2 “
*/* Sol.Exzact
= %  Sol.Galer
; /*/ Sol.Coloca
1 ivi/'*' x . s ; I I
0 01 02 03 04 05 06 07
xZ
4 U2 o
3r - ]
2+ e Sol . Ezact |/
/’*/ ¥ Sol.Galer
. /*/* Sol.Coloca
1 K- —1 1 1 | | |
0 01 02 03 04 05 06 07
X

Figure 4.3.2 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I'exemple 8

pour n = 10
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Exemple 9. [12]

Soit le systeme des equations intégro-différentielies de Fredholme suivant

I

uy(0) = 1;

ou les solutions exactes sont données par : u;(z) = cosx et ug(z) = sinx

La solution approchée (i1, u2) de la solution exacte (ug,us) est obtenu par la résolution

du systéme d’équations linéaires AX =b pour m = 10

Up Uz

x; uy_exct || err_colocat | err Galerk || uy _exct || err_colocat | err Galerk
0.00000 | 1.00000 | 3.219647e-14 || 8.881784e-16 | 0.00000 || 1.765255e-14 || 1.698641e-14
0.31416 | 0.95106 | 6.504645e-09 || 8.471002e-13 || 0.30902 || 5.219135e-09 || 1.013245e-12
0.62832 || 0.80902 || 1.305808e-08 | 3.806289%-12 | 0.58779 || 8.406462e-09 || 3.938183e-12
0.94248 | 0.58779 | 1.872761e-08 | 3.922418e-12 || 0.80902 || 7.053846e-09 | 3.802736e-12
1.25664 | 0.30902 | 2.442921e-08 || 1.037503e-12 || 0.95106 | 2.487643e-10 | 8.344436e-13
1.57080 || 0.00000 | 3.107907e-08 || 1.593742e-14 | 1.00000 || 1.292156e-08 || 2.753353e-14

Tableau 4.3.3 : Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et ’erreure de

la methode de Galerkin de I'exemple 9 pour m = 10
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Figure 4.3.3 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple 9

pour n = 10

Résolution numérique de quelques exemples de systeme d’équations intégro-
différentielies de Volterra :
Exemple 10. [17]

Soit le systéme d’équations intégro-différentielies de Volterra suivant :
( T
uy () + auy () + 2up () = =20 — & L84 4e? 4 3y 424 /tul(t) + xt?uy(t)dt

0
T

Uy () — 2zuy(z) +ug(z) = —Ba® — Lot — 622 —z+ 4+ /a:tul(t) + t2uy (t)dt
0

u(0)=0;  w(0)=1;  uy(0)=1; uy(0) = 0;

ou les solutions exactes sont son données par : u;(x) = x + 22 et ug(x) = x + 222
La solution approchée (i1, 2) de la solution exacte (uy, us) est obtenue par la résolution

du systeme d’équations linéaires AX = b pour m = 10
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(7 Us
x; || up_exct || err_colocat | err Galerk uy_exct || err_colocat err _Galerk
0.0 || 0.00000 | 2.606249e-14 || 0.000000e+00 || 0.00000 | 7.771561e-16 | 0.000000e+00
0.2 || 0.24000 || 1.543210e-14 || 2.775558e-17 || 0.28000 || 1.110223e-16 || 1.110223e-16
0.4 | 0.56000 || 5.218048e-15 || 0.000000e+-00 || 0.72000 || 2.220446e-16 || 0.000000e+-00
0.6 | 0.96000 || 5.107026e-15 || 0.000000e+4-00 || 1.32000 || 0.000000e+-00 || 0.000000e+00
0.8 | 1.44000 | 1.620926e-14 || 0.000000e+-00 || 2.08000 || 4.440892¢e-16 || 4.440892e-16
1.0 || 2.00000 || 2.553513e-14 || 0.000000e4-00 | 3.00000 || 4.440892e-16 | 0.000000e+00

Tableau 4.3.4 : Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et 'erreure de

la methode de Galerkin de I'exemple 1 pour m = 10
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_1 I I I I
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Figure 4.3.4 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple

10 pour n = 10
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Exemple 11. [13]

Soit le systéeme d’équations intégro-différentielies de Volterra suivant :

¢

\

T

uy (z) = 2cos(z) — sin(z) — 14z — 22 + / (ur(t) + ue(t)) dt

"

Ul(O) = 1;

uy(z) =14 x — cos(z) +

uy (0) = 1;

T

0

Ug(O)

/(ul(t) — uy(t)) dt

uy(0) = 2;

ou les solutions exactes sont données par : uy(z) = x + cos(x) et uz(x) = x + sin(z).

La solution approchée (7, iz) de la solution exacte (u1, us) est obtenue par la résolution

du systéme d’équations linéaires AX =b pour m = 10.

Uq Uz

x; || uy_exct || err_colocat | err Galerk | us exct || err _colocat || err Galerk
0.0 || 1.00000 | 2.664535e-15 || 4.440892¢-16 | 0.00000 || 7.632783e-16 || 6.938894e-18
0.2 | 1.18007 | 1.332268e-15 || 4.440892e-16 || 0.39867 | 3.719247e-15 || 3.885781e-16
0.4 | 1.32106 | 1.776357e-15 | 4.440892e-15 || 0.78942 | 3.330669e-15 || 9.325873e-15
0.6 || 1.42534 | 4.440892e-16 || 1.110223e-15 || 1.16464 || 3.108624e-15 || 8.881784e-16
0.8 || 1.49671 | 4.440892e-16 || 8.437695e-15 || 1.51736 | 1.998401e-15 || 1.487699e-14
1.0 | 1.54030 || 8.881784e-16 || 3.419487e-14 || 1.84147 | 6.439294e-15 || 6.483702e-14

Tableau 4.3.5 :

Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et 'erreure de

la methode de Galerkin de I’exemple 11 pour m = 10
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Figure 4.3.5 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple

11 pour n = 10

Exemple 12. [17]

Soit le systéme d’équations intégro-différentielies de Volterra suivant :

/ xr x
uy () + 2zuy () — wy (2) = — 225 — Lot — m—; + 42 +3x+ 2+ /ul(t)dt - /u2(t)dt
Uy () + ug(z) — 2zus(z) = — 2% — "’”—; — "’”—; —62% 45+ /ul(t)dt + /m(t)dt
0 0
uy(0) = 1 u1(0) = 1;uy(0) = 1 up(0) = 1

\

ot les solutions exactes sont données par : uy(z) = e* et ug(x) = 1 + sin(x)
La solution approchée (7, is) de la solution exacte (uy, uy) est obtenue par la résolution

du systéme des équations linéaires AX = b pour m = 10.
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(7 Us
x; || up_exct || err_colocat | err Galerk uy_exct || err _colocat | err Galerk
0.0 | 1.00000 || 3.930190e-14 || 0.000000e+4-00 || 1.00000 || 6.461498e-14 | 0.000000e+00
0.2 | 1.22140 | 1.207037e-10 || 1.443290e-14 || 1.19867 || 5.339529e-11 | 9.103829e-15
0.4 || 1.49182 || 2.643668e-10 || 6.195044e-14 || 1.38942 | 1.094287e-10 | 3.375078e-14
0.6 | 1.82212 || 3.992835e-10 || 6.239453e-14 || 1.56464 || 1.575398e-10 || 3.308465¢-14
0.8 || 2.22554 || 5.255800e-10 || 1.421085e-14 || 1.71736 || 2.014198e-10 | 7.327472e-15
1.0 || 2.71828 || 6.454712e-10 || 0.000000e+00 || 1.84147 | 2.446432e-10 || 0.000000e+-00

Tableau 4.3.6 : Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et 'erreure de

la methode de Galerkin de I’exemple 12 pour m = 10
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Figure 4.3.6 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple

12 pour n = 10

67




Résolution numérique des systémes d’équations intégro-différentielles.

Variantes d’exemples (ces exemples n’ont pas de forme spécifique)

Exemple 13 (Fredholm) [16]

( 1
Uy (2) — 2uy(z) + 22w (2) = 22° — 322 4 Wr+2+ / (2%t uy(t) — xt? uy(t)) dt,

0
1

Uy () — 20u) () + ug(x) = =52 + Pr—1+ / (wtuy (t) + zt3us(t)) dt,

ur(0)=3;  w(l) =2 uz(0) = 1; uz(1) = 1;

ol les solutions exactes sont données par : uy(z) = 2% — 2z + 3 et ug(x) = —22 + 2+ 1
La solution approchée (i1, 2) de la solution exacte (uy, us) est obtenue par la résolution

du systéme des équations linéaires AX = b

U1 U2

x; || ur_exct || err__colocat err _Galerk ug__exct || err _colocat err _Galerk

0.0 || 3.00000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00 | 1.00000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00
0.2 || 2.64000 || 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 || 1.16000 | 0.000000e+00 || 0.000000e+00
0.4 || 2.36000 || 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 || 1.24000 | 0.000000e+00 || 0.000000e+00
0.6 | 2.16000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00 | 1.24000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00
0.8 || 2.04000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00 | 1.16000 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00
1.0 || 2.00000 || 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 { 1.00000 || 0.000000e+-00 || 0.000000e+00

Tableau 4.3.7 : Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et 'erreure de

la methode de Galerkin de I’exemple 13 pour m = 10
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Figure 4.3.7 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple

13 pour n = 10

Exemple 14 (Volterra) [19]

xT

—uy(z) — Szuy (2) + 3us(z) = fi(z) + / (u(t) — 3zua(t)) dt,

-1
T

22y () + Uy (7) — zus(w) = folz) + / (22 + t) uy (t) + 3t?uqy(t)) dt,
|
S —x =22 4t 4+ 3 (14 22?) — f2(—3x + 42?)
falz) =2 +3z +32° — 82° + 27 (—3z + 42°)
0

ol les solutions exactes sont données par : u;(x) = 42% — 3z et wug(x) =222 — 1.
La solution approchée (i1, u2) de la solution exacte (ug,usz) est obtenu par la résolution

du systéme des équations linéaires AX = b
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Uy Us

x; uy_exct || err_colocat | err Galerk us _exct || err__colocat err _Galerk
-1.00000 || -1.00000 || 7.105427e-15 || 2.220446e-16 | 1.00000 | 0.000000e+00 || 0.000000e+-00
-0.60000 || 0.93600 || 1.998401e-15 || 0.000000e4-00 || -0.28000 || 7.771561e-16 || 0.000000e+-00
-0.20000 || 0.56800 || 1.110223e-16 || 0.000000e+-00 || -0.92000 || 1.110223e-16 || 0.000000e+00
0.20000 || -0.56800 || .661338e-16 | 0.000000e+-00 || -0.92000 || 6.661338e-16 | 0.000000e+00
0.60000 || -0.93600 || 1.776357e-15 || 0.000000e+-00 | -0.28000 | 0.000000e+00 || 0.000000e+-00
1.00000 || 1.00000 | 5.773160e-15 || 2.220446e-16 | 1.00000 | 2.220446e-16 | 0.000000e+00

Tableau 4.3.8 : Comparaison entre ’erreure de la methode de colocation et ’erreure de

la methode de Galerkin de I’exemple 14 pour m = 10
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Figure 4.3.8 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple

14 pour n = 20
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Conclusion

Conclusion

les méthodes de projection (Collocation, Galerkin), comme nous I’avons vu, leur stratégie
est basée sur la projection de notre équation dans un sous espace fonctionnel de dimension
fini, dans lequel on cherche & approcher la solution exacte par une combinaison linéaire
des éléments de la base de ce sous espace et travailler avec le résidu. Mais, la question
qui se pose toujours, pour le choix des points de collocation et de la base qui ménent a
la meilleure approximation de la solution. En fin, en concluant que les conditions spon-
tanées de régularité de la fonction noyau, et le comportement de la solution exacte pour
chaque équation intégrale, pose un défi pour le calcul numérique & haute résolution. Cepen-
dant dans I'objectif d’améliorer nos résultats (la solution approchée), notre intuition, est
d’exhibé des méthodes d’ordre élevé, notamment les méthodes spectrales. Par conséquent,
dans la continuité directe de notre travail de theése, précisément dans le cas de notre contri-
bution sur les méthodes de résolution numérique des équations intégrales et dans ’'objectif
d’améliorer les résultats obtenus, il est indispensable de maitriser les différentes techniques
d’approximation récentes, d’interpolation, d’intégration ou de développement en série d’une
part, d’autre part, de posséder les clés qui mettent en oeuvre ces méthodes sous forme
d’algorithmes efficaces, de maitriser les différents langages de programmation évolue

La résolution numérique des systéme d’équations intégrales et integro-différentielles sont
souvent nécessaires, faute de l'existence de solution analytiques. Les méthodes de résolu-
tion numérique des systémes d’équations intégrales et integro-différentielles jouent un role
trés important dans divers domaines scientifiques. Avec I'avantage des machines de calcul
numérique, notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd’hui un outil
essentiel pour 'investigation dans les diffiérents problémes fondamentaux dans les assimila-
tions des phénomeénes scientifiques qui sont difficiles a réaliser, voir impossible & résoudre.

Nous proposons deux méthode numérique de résolution systemes des équations inté-
grales, celle méthode spectrale (approximée par un polynéme de Legender). Nous avons
calculé les erreurs de la valeur absolue de la différence entre la solution exacte et approchée
connue d’avance et la solution numérique qu’on a trouvée, pour un choix d’une solution
approchée sous forme une série ¢(x) = zn:ciLegenderi(x) . Nous avons comparé les erreurs
de la valeur absolue par la méthode de l(:](())llocation et par la méthode de Galerkin. Ensuite

on a schématisé ces résultats En n, la lecture de ces schémas, nous a donné une illusion
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générale sur la méthode ainsi proposée. Cela donnera un avantage de plus a la résolution

numérique des équations intégrales.
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